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" R Phan hoat déng ciia hoc sinh.
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HAM S0 LUONG GIAC VA PHUTNG TRINH LUYNG GHIC

HAM SO LUDNG GHAC VA
Chuong A PHUTNG TRINH LUQNG GIAC

Tiép tuc phén gid Iri luong gidc va c4c cbng thirc fuong gide duoc hoc trong chuong cudi
¢lia Dai s8 10, chuong nay cung ¢ap kién thix v& ham s6 ugng gidc va céch gidi phuong
trinh lugng gide . O déy chi y8u cdu giéi thanh thao cac phuong trinh co bén va nhimg
phuong tinh béc nhét va béc hai d6i v mdt ham s luong gidc.

Khéc v6i nhimg ham s d4 duge hoc trude déy, cdc ham s8 y=sinx, y=cosx y=tanx
v y=cot xIa nhiing ham s tuén hoan. Cac ham sd ndy gap nhiéu trong cac mdn khoa
hoc tmg dung (Vat If, Hod hec, ...)
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HAM SO LUONG GIAC

I - DINH NGHIA

Trude hét, ta nhac lai bang cdc gid tri luong gidc cla cdc cung dac biét.

Cung
By 0 L Ld i n
st 6 4 3 )
uong giac
1
sin.x 0 - Q £ 1
2 2 2
1
COS X 1 ﬁ Q - 0
2 2 2
| 3
tanx 0 —_— 1 J§
3
cotx “ J§ 1 ﬁ 0
3
1
a) Str dung may tinh bé i, hay tinh sin.x, cosx véi x 1a cac sé sau :
E;E; L3223 ] 3805,
6 4

b) Trén dudng tron luong giac, véi diém goc A, hay xac dinh cac diém M ma sé do cla

=
cung AM bang x (rad) tudng Uing da cho & trén va xac dinh sin.x, cos.x (l1ay = 3,14).
1. Ham s6 sinva ham sé césin

a) Ham so sin

O 16p 10 ta da biét, c6 thé dat twong tng mbi s6 thue x véi mot di€ém M duy

- . " - 7 £ =
nhat trén duong tron luwong gidc ma s6 do cua cung AM bang x (rad)
(h.1a). Diém M c6 tung d6 hoan toan x4c dinh, dé chinh 14 gi4 tri sin x.
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. 7 L = p . » F LY n, L " e . -
Biéu dién gia tri cua x trén truc hoanh va gia tri cua sin.x trén truc tung, ta duoc

Hinh 1b.

4 Vi
B
smx SNXf---m-=-- 1M‘
a !
- fto-
0 O x X
Bl
a) b)

Hinh 1
Quy tac dat tuwong tng moi s6 thue x véi s6 thure sinx
sin: R > R
X — y=sinx
diroc goi 1a ham sé sin, ki hiéu la y = sinx.

Tap xac dinh ctia ham s6 sinla R .

b) Ham so6 cosin

4 V4
B
f uusx--------—IMF
A’ :
= ——F
! cosx | A O x x
Bl‘
a) b)

Hinh 2
Quy tac dat twong (tng moi s6 thire x véi s6 thure cosx
cos: R > R
X — Yy =CoSX

dwoc goi 1a hdam 56 cosin, ki hiéula y = cosx (h.2).

Tap xac dinh cua ham s6 césinla R.
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2. Ham sé tang va ham sé cétang
a) Ham sé tang

Ham s6 fang 12 ham s6 duoc xac dinh boi céng thire

SN X
(cosx # 0),

Y=
COS X

ki hiéula y = tanx.
" o y ; n o o 5 s . "
Vi cosx # 0 khi va chi khi x # 5 + kn (k € Z) nén tap xac dinh cua ham

sé y=tanx la
D= R\{%Jrkﬂ,ke z}.
b) Ham sé cotang

Ham s6 cétang 13 haim s6 durge x4c dinh bdi céng thire

COS X

y= (sinx = 0),

Sin X

ki hiéula y = cotx.

Vi sinx # 0 khi va chi khi x # kn (k € Z) nén tap xdc dinh ciua ham s6

y = cotx la

D=R\{kn, ke Z}.

j iz
Hay so sanh cac gia fri sinx va sin(—x), cos.x va cos(—x).

NHAN XET
Ham s6 y = sin.x 14 ham s6 1€, ham s6 y = cos.x 1a ham s6 chan,

tir d6 suy ra cdc haim s6 y = tan.x va y= cotx déu 1a nhitng ham s6 1é.

IT - TINH TUAN HOAN CUA HAM SO LUONG GIAC

% 3
Tim nhiing s6 T sao cho fix + T) = f{x) v6i moi x thudc tap xac dinh clia cac ham sé sau :
a) flx) = sinx ; b) fix) = tan.x.
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Neudi ta chimg minh duge rang T = 2m 14 s6 dwong nhd nhit thoa man
dang thirc

sin(x+7T)=sinx, Vx € R (xem Bai doc thém).

Ham s6 y = sin x thoa man dang thic trén duoce goi la ham sé tudn hoan véi
chu ki 2m.

Tuong tir, ham s6 y = cosx 1a ham s6 tuan hoan véi chu ki 27.

Cac ham s6 y = tan.x va y = cotx ciing 1a nhimg ham s6 tuan hoan, véi chu ki 7.

Il - SUBIEN THIEN VA PO THI CUA HAM SO LUONG GIAC

1.

Ham sé y=sinx

Tt dinh nghia ta thdy ham s6 y = sinx :

e Xac dinhvéimoix e R va—1 <sinx <1 ;

* LA hamso 1é ;

* La ham s6 tuan hoan véi chu ki 2m.

Sau day, ta sé khao sat sir bi€n thién cua ham sé y = sin.x.

a) Su bién thién va do thi ham sé y = sinx trén doan [0 ; 7]

; , n _
Xeét cac s6 thue xq, 1y, trong d6 0 < xy < x5 < o Dat x3 = 1 — xy, x4 = T — xy.

Biéu dién ching trén dudng tron luwong gidce va xét sinx; twong iing (i =1, 2, 3, 4)
(h.3a).

sin 4

-l

) ———

b |-—
o
A
ey

B’ a) b)
Hinh 3

Trén Hinh 3 ta thay, véi x;, x, tuy y thude doan [0 : E} va x; <.xy thisinx; < sinx,.

i aea . n . . .
Khi do6 x3, x4 thude doan [5 ; 'n} va x3 < x4 nhung sinx; > sinxy.
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- . - L 2 T[ " 4 i g el T[
Vay ham s6 y = sinx dong bién trén [0 : 5} va nghich bién trén [5 : 'n} :

Bang bién thién :

_}* = Sl X 0 / D

D6 thi cia ham s6 y= sin.x trén doan [0 ; m] di qua céc diém (0 ; 0), (X ; sinxy),

(x5 ; 81nX5), (% : 1] , (X35 sInx3), (x4 ; sinxy), (1 ; 0) (h.3b).
CHUY

Vi y = sinx 12 ham s6 1é nén ldy déi xitng d6 thi ham s6 trén
doan [0 ;7] qua goc toa d6 O, ta duoc do6 thi ham s6 trén doan
[-7 ; O].

D6 thi him s6 y = sinx trén doan [-7 ; n] dwoc bi€u dién trén
Hinh 4. yi

Hinh 4
b) Po6 thi ham s6 y=sinx trén R
Ham s6 y = sinx 1a ham s6 tuan hoan chu ki 27 nén véi moix € R tacd
sin(x + k2mn) = sinx, ke Z.

Do d6, muén cé d6 thi ham sé y = sinx trén toan b6 tip x4c dinh R, ta tinh
tién lién ti€p dé thi ham s6 trén doan [-7 ; 7] theo cdc vecto v = (27 ; 0)
va —v = (=27 ; 0), nghia 13 tinh ti€n song song vd&i truc hoanh timg doan

c6 d6 dai 2m.

baitap365.com



Hinh 5 duéi day 14 d6 thi hAm s6 y = sinx trén R .

A
% |

2n

Hinh 5

¢) Tap gia tri cua ham sé y = sinx

Tt d6 thi ta thay tip hop moi gia tri ciia ham s6 y=sinx 1a doan [-1 ; 1].

Ta ndi tap gia tri cua ham s6 nay la [-1 ; 1].
Ham sb y=cosx

Tir dinh nghia ta thiy ham s6 y = cosx :

* Xac dinhvéimoix e R va—1 <cosx <1 ;
e LA him s6 chan ;

e L3 ham s6 tuan hoan véi chu ki 27.

Véimoix € R ta cé dang thitc
. i
sin [I + —] = COS .
2
. - 5 ” ¥ s = " = o i — T[
Tir d6, bang cach tinh ti€n do6 thi ham sé y = sin.x theo vecto u = [_E ; 0]

#.. A, - . fuct T[ F 5 -
(sang trai mot doan c6 do dai bang > song song voi truc hoanh), ta duoe do

thi cia hAm s6 y = cos.x (h.6).

Hinh 6
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Tir d6 thi cua ham s6 y = cosx trén Hinh 6, ta suy ra :
Ham s6 y = cosx dong bién trén doan [ ; 0] va nghich bién trén doan [0 ; m].
Bang bién thién :

Yy = COSX | / \_1

Tap gid tri cia ham s6 y = cosx la[-1 ; 1].

D6 thi clia cde ham s6 y= cosx, y= sinx duoc goi chung 1a cac duong hinh sin.
Ham sé y=tanx

Tu dinh nghia ta thdy ham s6 y = tan.x :
!
* Cotap xadc dinh 1a D = R\{EJrkﬂ,ﬁ: € Z} ;

e 1.3 hAm so 1é ;
e La ham s6 tuan hoan vdéi chu ki .
= A o * ' A . 5 u ~ > . 7 % ’ 7 - -
Vi vay, dé xét su bién thién va vé do thi cua ham s6 y = tan x, ta chi can xét su
' A ' A w P -~ a 2 n, i w - ¥ 3 1.[ ) ~ .
bién thién va v& do thi cua ham s6 nay trén nura khoang| O ; =) sau do6 lay doi
. , ] F 5o : T T
xirng qua goc toa dé O, ta duoc doé thi ham s6 trén khoang | —— ; —|.
Z 2
Cuéi cling, do tinh tudn hoan véi chu ki m nén dé thi hAm sé y = tanx trén D
T 7

thu duoce tir d6 thi hAm s6 trén khoang (— 5 ; 5] bang cich tinh ti€n song

song v4i truc hoanh tirng doan c6 d6 dai bang 7.

| . . . . . T
a) Su bién thién va do thi ham s6 y = tanx trén nua khuang[ﬂ ; ?]

|

3 .- ~ » . T[ m
Tur bieu dién hinh hoc cua tanx (h.7a), v6i xq, x; € [0 . 5], AM; = xy,

™y _— —_
AM, = x,, AT1= tanx,, AT2 = tanux,, ta thay :

X <Xy = tanx; < tanx,.
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ey # - yd = ~ o A ] i 2 a T[
Piéu dé chimg to rang, ham sé y = tanx dong bién trén mra khoang [0 : 5] :

F 4 fang
L A e |
fﬂ ... 1
P 5 - = 2o
; il x
C z
Br
a) b)
Hinh 7
Bang bién thién :
X 0

NN

y=tanx / I
0

. i ' . "l. ol A 7 b 1.[ %
Dé vé& d6 thi hAm s6 y = tan.x trén nira khoang [0 : 5] ta lam nhu sau :

n

Tinh gid tri clia hAm s6 y = tan.x tai moét s6 diém dac biét nhu x = 0, x = =
S . o . ! m m

, ... 161 x4c dinh cdc diém (0 ; tan 0), [E : tangj, (— I]

Xi=rm— X=

w3

T
4

T T
[— : tan—] , ... . Ta c6 bang sau :
3 3

. s T T

X = = i
6 4 3

y= tanx 0 ? 1 J3

. * e " i + 7 n . » 2 7 ~
P6 thi ham s6 y = tan.x trén nua khoang [O £ 5} di qua cac di¢m tim duoc.

11
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s = b b oy n ~ " n by J Y oy
Nhan xét rang khi x cang gan 5 thi do6 thi ham s6 y = tanx cang gan

dudong thang x = e (h.7b).
2 ¥V &

b) P6 thi ham sé y = tanx trén D

Vi y = tanx 13 ham s6 1é nén do6 thi ham
s6 c6 tam doi xing la gbe toa do O.
Liy doi xing qua tam O d6 thi ham s6

. " m
y = tanx trén nira khoang [U . 5] , ta

S

dwoc d6 thi ham s6 trén nira khoang

]

Tir d6, ta duoc do6 thi ham s6 y = tanx trén

Q)

khoang [—% : %] Ta thdy trén khoang Hinh 8

niy, ham s6 y = tanx déng bién (h.8).

Vi ham s6 y = tanx tudn hoan v&i chu ki 7 nén tinh ti€n dé thi ham s6 trén

b4 n n 28 5 5, # 5 8
khoang [— -y : 5] song song vdi truc hoanh tung doan c6 dé dai m, ta duoc

d6 thi ham s6 y = tanx trén D (h.9).

/l 1 yl 1 1
3! - —W . 0 =, T T %
> 2 2, y 2

Hinh 9

e Tap gid tri ciia ham s6 y = tanx 1a khoang (- ; +m).
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Ham sé y= cotx

Tir dinh nghia ta thdy him s6 y = cotx :

e Cotipxdcdinhla D= R \{in, ke Z} ;
e LAhamso lé ;

e La ham s6 tuan hoan véi chu ki 7.

Sau day, ta xét sur bién thién va dé thi cia ham s6 y = cotx trén khoang (0 ; ),
roi tir dé suy ra dé thi cia ham s6 trén D.

a) Su bién thién va d6 thi ham s6 y = cotx trén khoang (0 ; m)
Véi hai sé x; va xy saocho0<x;<xy<m tacd 0<xy —x; < 7.Dodé

COS.X COS.XH

cot x| — cot,rz =
S1I X 1N Xy

sin.rz COS.X| — COS Xy sin X

SIN.X [ sin X9

sin( x5 — xy)
= — _ - L2 % 0
SIN x| SIN.X,

hay cotx; > cotx,.

Vay him s6 y = cotx nghich bién trén khoang (0 ; ).

Bang bién thién :
v

y=cotx \ .

e L SO, .| NS —
x?

—aD E
2
Hinh 10 biéu dién dé thi hAim s6 y = cot x
trén khoang (0 ; m).
Hinh 10
13
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b) P6 thi ctia ham s6 y= cot x trén D

D6 thi hAm s6 y = cotx trén D dirge biéu dién trén Hinh 11.

v
1 1 1 1
| 1 I 1
1 1 1 1
| 1 I 1
1 1 1 i
I 1 | [
1 I 1 1
[ 1 | [
1 I 1 1
1 1 1 ]
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
T t t ; e
-2m! - A b | F 3
1 I 2 2 1 I
1 I 1 1
| 1 1 1
1 I 1 1
1 I 1 1
1 1 1 1
1 1 I 1
1 1 1 1
| 1 I 1
1 1 | 1
Hinh [1

e Tap gid tri ciia hAm s6 y = cotx 1a khoang (— ; +m),

b

BAI POC THEM

HAM SO TUAN HOAN

| - BINH NGHTA VA Vi DU
1. Pinh nghia

Ham sé y = fix) cb tap xac dinh D dudc goi |a ham sé tudn hoan,
néu tén tai méts6 T = 0 sao cho véi moi x € D ta ¢c6 :

ay)x—-TeDvax+TeD,;
b) ix+T) = fix).
S6 T duong nhdé nhat thod man cac tinh chat trén dudc goi la chu ki
cia ham sé tuan hoan dé.
2. Vi du

Vi dy 1. Ham s6 hang f(x) = ¢ (¢ la hang s6) |1a mdét ham sé tudn hoan.
Véi moi 86 duong T ta déu cé fix + T) = flix) = ¢. Tuy nhién khéng cé s6 duong T
nho6 nhat thod man dinh nghia nén ham sé tuan hoan nay khéng cé chu ki.
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Vi dy 2. Ham phan nguyén y = [x] da dudc néu trong Pai s6 10.
Ta xét ham y = {x} xac dinh bdi : {x} = x — [x]. N6 dugc goi |a ham phan & cla x.
Chéng han, {43}=43-4=03;
{-43}=-43-(-5)=10,7.
Ta chimg t6 ham y = {x} |a ham tuadn hoan véi chu ki la 1.
Thatvay, {x+1}=x+1-[x+1]=x+1-[x]-1=x-[x]={x}.

D6 thi clia ham s6 y = {x} dudc biéu dién trén Hinh 12. Nhin vao d6 thi ta thay
ham sé cé chu ki bang 1.

Hinh [2

3. Do thi cia ham sé tuin hoan

Gia sl y = flx) la mdt ham sé xac dinh trén D va tuan hoan véi chu ki T.
Xéthaidoan X\ =[a;a+T]vaXy=[a+T ;a+2T]vbia € D.

Goi (C'y) va (C»5) lan lugt la phan cla d6é thi ing véi x € X; va x € X5, ta tim méi
lién hé giita (C;) va (C,) (h.13).

Yi
(Cy (Cy
A
i M
1 ¥ 1%
RS i e frmmman H’: R
I [ |
; I : P g I
I 1 i | |
i 1 i | |
: 1 : | |
1 I ' -
0 a Xg a+T xo+T ' a+2T X
: : |
! T ! T :
- - gl

Hinh 13
Lay xq bat ki thuoc X; thixyg+T € X5.
15
baitap365.com



16

Xét hai diém M va M, lan lugt thudc (C) va (C,), trong dd
X, =X
M, (x; : y;) Véi A=
l}?l = f(-"'g) ;

My (x5 ; Gi
2 (X2 yp) VO {},2 = f(xy +T)= f(xp)

Tacé MM, =(xp—x; :y) —yp=(T;0)= 7 (Vkhéng doi).

Suy ra M, |a anh clia M trong phép tinh tién theo vects v . Vay "(C,) |1a anh cla
(C) trong phép tinh tién theo vects v".

Tir d6, muén vé do thi clia ham sé tuan hoan chu ki T, ta chi can vé dé thi cia ham sé
nay trén doan [« ; a + T], sau d6 thuc hién Ian luot cac phép tinh ti€n theo cac vecto
v, 2V, ..,vacacvecto —v, —2v, ... ta dudc toan bé d6 thi clia ham sé.

Il - TINH TUAN HOAN CUA HAM SO LUONG GIAC

1. Tinh tudn hoan va chu ki ctia cdc ham s6 y= sinx va y=cosx

DINH LI 1

Cac ham s6 y = sinx va y = cosx 1a nhitng ham s6 tuan hoan véi
chu ki 2.

Chiing minh. Ta ching minh cho ham sé y = sinx (trudng hop ham s6 y = cos x
dugc chimg minh tuong tu).

Ham sé y = sinx ¢6 tap xac dinh la R va vdi moi s6 thuc x ta co
x-2ne R.x+2ne R, (1)
sin(x + 27) = sin.x. (2)

Vay y = sinx | ham s6é tudn hoan. Ta ching minh 2xn 14 s6 duong nhoé nhat thoa
man cac tinh chat (1) va (2).

Giaslrc6sé6Tsaocho0<T <2nvasin(x+7T)=sinx, Vxe R.

Chon x = g ta dugc

o T
si11[—+ T]: sin— =1< cosT = 1.
2 2
Diéu nay trai gid thiét0 < 7T < 2m.

Vay 2n 1a sé duong nhé nhat thod man tinh chat (2), nghia 1a 2z 1a chu ki cla
ham s6 y =sinx. &
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2. Tinh tudn hoan va chu ki ctia cac ham sé y=tanx va y = cotx

DINH LI 2

Céc ham sé y = tan.x va y = cotx |a nhitlng ham s6 tuan hoan vdi
chu Ki =.

Chiing minh. Ta chimg minh cho ham sé y = tanx, (trudng hop ham sé y = cot x
duoc chimg minh tuong tu).

Ham s6 y = tan.x c6 tap xac dinh D = R \ E+ k., ﬁ:EE}.

Vimoixe Dtacdbx—ne Dvax+me D, tan(x + T) = tan .x.

Vay y= tan x laham s6 tuan hoan. Ta chiihg minh n 1a chu ki clia ham sé nay.
Giaslrcé6s6Tsaocho0 <T < nvatan(x+T)=tanx, Vx € D.

Chon x=0thixe Dvatan(0 +T)=tan0 =0,

Nhung tan o= 0 khi va chi khi a¢=kn, ke Z,do d6phdicdé T = kr, k € Z . Biéu
nay mau thuan véi gia thiét 0 < T < .

Vay chu ki chla ham s6 y=tanxla n. m

B tap

L S e 3n . ,
Hay xac dinh cac gia tri cua x trén doan [—ﬂ : 7} dé him s6 y = tanx :
a) Nhan gid tri bang O ; b) Nhan gi4 tri bang | ;
c) Nhan gia tri duong ; d) Nhan gia tri am.

Tim tip xdc dinh cua cdc ham s6 :

aby = | +'cc:-s.r ; i oy ’1 + cosx ;
SIN X | — cosx
T T

c)y=tan| x — — | ; d) y= cot[,r +—].
4 ( 3] 4 6

Dura vao d6 thi cia ham s6 y = sinx, hiy vé& d6 thi cia ham s6 y = |sinx|.

Chitng minh rang sin 2(x + km) = sin 2x v&i moi s6 nguyén k. Tir d6 vé& dé thi
ham s6 y = sin 2x.

17
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5, - * Y . ~ » o . i g
Dura vao do thi ham s6 y = cosx, tim cac gid tri cua x dé cos.x = 5

Dua vao d6 thi ham s6 y = sin.x, tim c4c khoang gi tri ctia x dé him s6 d6
nhan gia tri duong.

%, o - % g \ # 7 L . 4 o % A #
Dura vao d6 thi ham s6 y = cos.x, tim cac khoang gia tri cua x dé ham s6 doé
nhan gia tri am.

Tim gia tri 16n nhéit cua cac ham so6 :

a) y= Equsx +1:

b) y= 3—2smux.

PHUONG TRINH LUCGNG GIAC CO BAN

§

A

18

1

Tim mét gia tri clla x sao cho 2sinx — 1 = 0.

Trong thue t€, ta gap nhimg bai todn din dén viéc tim tit ca cadc gi4 tri cua x
nghiém ding nhirng phuong trinh nao doé, nhu

3sm2y+2=0
hoac 2cosx +tan2xy — 1 =0,
ma ta goi 1a cac phuong trinh luong giac.
Giai phitong trinh luong gidc 13 tim tat ca cdc gid tri cta An s6 thod man

phuong trinh da cho. Cédc gid tri nay 12 s6 do cua cédc cung (gbéc) tinh bang
radian hodc bang do.

Viéc gidi cdc phuong trinh lwong gidc thudng dua vé viéce giai cdc phuong
trinh sau, goi 1a cdc phuong trinh luong gidc co bdan :

sinx = g, cosx =@, tanx—d, cot x =4,

trong d6 a 13 mot hang sé6.
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1. Phuong trinh sinx=a

A

2
C6 gia tri nao clia x thod man phuong trinh sin.x = -2 khéng ?

Xét phuong trinh sinx = a. (1)
Truong hop lal > 1

Phuong trinh (1) vé nghiém, vi |sin Jt'l =8|
vOl moi x.

Truong hop lal <1

Vé duong tron luong giac taim O, truc
hoanh 1a truc césin, truc tung la truc sin.
Trén truc sin 1ay diém K sao cho OK = a.
Tir K ké dudng vuéng géc véi truc sin, cat B
dudng tron hwong giac tai M va M doi
xttng véi nhau qua truc sin (néu |a| = 1
thi M trung v6i M') (h.14).

Hinh 14

! % 2 - e - ~ & 1 TR ¢ 3 # A
Tir do6 ta thiay s6 do cua cac cung luwong giac AM va AM' la tat ca cac nghiém
cua phuwong trinh (1).

- by - * i m il
Goi «a la s6 do bang radian cua mét cung luwong giac AM , ta c6

Ty
sdAM = a+k2n, ke Z ;

Ny
sdAM' =n-a+k2n, ke Z.
Vay phuong trinh sinx = @ c6 cac nghiém la

X =a + k2m, ke Z:;
X=m—-a+k2n, ke lZ.

i
v T —=a s
Néu s6 thue @ thoa man diéu kién 2

i

2 thi ta vi€t @ = arcsin a
sina = a

(doc 1a ac-sin-a, nghia 14 cung c6 sin bang a). Khi dé, cdc nghiém cua

phurong trinh sinx = a dwoc viét 1a

x=arcsina + k2n. ke Z

vax=T —arcsina + k2m, k € Z.

19
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CHU Y

a) Phurong trinh sin x = sin &, v6i « 12 mo6t s6 cho trude, cd cic
nghiém la

X=a+k2n, ke Z
va x=m-a+k2n, ke Z.
Téng quat,
x) = o(x)+ k2m, ke Z
sinf(x) = sin g(x) < FAE) = BX)
fx)=n—g(x)+k2n, k € Z.
b) Phuong trinh sinx = sin 8 ® ¢6 céc nghiém la
x=B°+k360°, ke Z
va x=180°- B°+4k360°, ke Z.
c) Trong moét coéng thirc vé nghiém cua phwong trinh luwong
gidc khéng duoc dung déng thoi hai don vi dé va radian.

d) Cac truong hop dac biét

* a= 1 : Phwong trinh sinx = 1 c6 cac nghiém la
(s
X=—+k2n, ke Z.
2
* @ = -1 : Phwong trinh sinx = -1 ¢c6 cac nghiém la
i
X= g HAAN K E B

* ¢ =0 : Phuong trinh sinx = 0 ¢c6 cdc nghiém la

x=kn, ke Z.
Vidu 1. Giai cac phuong trinh sau :
. 1 . 1
a) sSinx = — ; b) sinx = —.
Giai
1 g 1 : |
a) Vi — = sin— nén sinx = — <> sinx = sin—.

Viéy phuong trinh c6 cac nghiém la

xz%+k2ﬂ,ﬁ:e A ﬂ—%+k2ﬂ:%n+k2ﬂ,ke A
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b) Ta ¢6 sinx = % khi x = arcsing. Vay phwong trinh sinx = = ¢ cac

|
5
nghiém la

1

; 1
x=arcsin—+ k2n . ke Z va X=T — arcsmg +k2n . ke Z.
a¥
Giai cac phuong trinh sau :
2

a) sin_r:% j b) sin(.x‘+45“}:—7.

2. Phuong trinh cosx=a

Truong hop la| > 1

Phuong trinh cos x = a v6 nghiém

Vi |c05.r| < 1 véi moi x.

Truong hop la| <1

Twong tw truong hop phuwong trinh A
sin.x = @, ta 14y diém H trén truc cosin

sao cho OH = a. Tir H ké dudng

vudng goe vai truc codsin, cat durdng

tron lwong gidc tai M va M' déi

xtmg véi nhau qua truc cédsin (n€u

ldl = 1 thi M = M) (h.15).

Hinh 1[5

’ - 7 # o (¥ 5 (H';pl \ At 7 -
Tir d6 ta thay s6 do cua cac cung luwong gidc AM va AM' 1a tat ca céac

nghiém cua phuong trinh cosx = a.

- ~ - ¥ . m -~
Goi a1a s6 do bang radian cua mét cung lwong giac AM ,tacd:

Xy
sdAM =a+k2n. ke Z :

i
sdAM' =—a+k2n. ke Z.

Viéy phuwong trinh cos x = @ c6 cac nghiém la

X =+da + k2n, k € Z.

21
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CHU Y
a) Phuong trinh cos x = cos @, véi @ 1a mot s6 cho trude, cd céc
nghiém la
x=ta+k2n. ke Z.
Téng quéat, cos f(x) = cosg(x) < f(x) = tg(x)+ k2n,k € Z.
b) Phuong trinh cos.x = cos ﬁﬂ c6 cac nghiém la
x=+B°+k360°, k € Z
c¢) Néu s6 thue o thoda min cic diéu kién

O<as<m
cosa = a
thi ta vi€t & = arccosa (doc 1a ac-c6sin-a, c6 nghia la cung c6

cHsin bang @). Khi d6, cdc nghiém ctia phuwong trinh cos x = a
con duoc viét 1a

x == arccosa+ k2n, k € Z.
d) Cac truong hop dac biét :
* ¢= 1 : Phuong trinh cosx = 1 ¢6 cdc nghiém la
x=k2n, k € Z.
* a= -1 : Phuong trinh cosx = -1 ¢6 cac nghiém la
x=mn+k2n, k € Z.

e @ = 0: Phwong trinh cosx = 0 c6 cac nghiém la

x=g+m¢ez

Vidu 2. Giai cac phuong trinh sau :

: vz

a) COSX = COS— ; b) cos 3x = — .

C) COSX = l ; d) cos (x + 600) = ﬁ
3 2

Giai

a) cosx = cns% o= W=t o % + k2n, k € Z.
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b) Vi —— = cos— nén
CER AL = ——2 <> cosdx = cos%ﬂ 5 A= % + k2m
e B e g e
4 3

V2

d) Vi 7 = cos45° nén

cos(x + 60°) = g & cos (x + 60%) = cos45° < x + 60° = £ 45° + k360°

x=—15° 4 k360°
& (ke Z). m

x =—-105° + k360°

4
%Giéi cac phuong trinh sau :
3

1 2
a) cosxy=—— ; b) cosx=—; c) cos(x+30%)=—.
) 3 ) . ) cos( ) 5
3. Phuongtrinh tanx=a
Diéu kién ctia phuong trinh 13 x # % +kn (ke Z).

Can cit vao d6 thi him s6 y = tan x, ta thidy v&i mbi s6 a, d6 thi him s6 y = tan x
cat dudng thang y = a tai cdc di€m c6 hoanh dé sai khdc nhau mot boi ctia 7

(h.16). V4
7 ¥ ¥
w1
12 1! -
x, + m r X +2%, X
23
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Hoanh d6 ctia mébi giao diém 13 m6t nghiém ctia phwrong trinh tanx = a .

N : : N - S i i
Goi x; 12 hoanh d6 giao di€ém (tanx; = @) thod man diéu kién —— < x| < 5
Ki hiéu x; = arctan a (doc 1a ac-tang-a, nghia 14 cung cé tang bang a). Khi doé,

nghiém cua phuong trinh tanx = ¢ la

X = arctana + kn, k € Z.

CHU Y

a) Phurong trinh tan x = tan @, v&i a la moét sé cho trude, ¢6 cac
nghiém la
x=a+kn, ke Z.

Téng quat, tan f(x) = tang(x) = f(x) = g(x) +km, k € Z.

b) Phuong trinh tanx = tan 8° ¢6 cdc nghiém 13

x=p°+k180° k e Z.
Vidu 3. Giai cac phuong trinh sau :
a) tanx = tan% ; b) tan 2x :_15 : c) tan (3x + 150) :\/5_
Giai
a) tanx = tan% = % +km, k € Z.

b) tan 2x = —% <5 = arctan[—%) + kT

£ x—= larctan[—l] + kE, ke Z.
2 3 2

c) Vi \E — tan 60° nén tan(3x + 15“) = \/5 <> tan(3x + 150) — tan 60°
& 3x+15°=60° + k180° < 3x = 45° + k180°
S>x=15°+k60° ke Z. m

5

Giai cac phuong frinh sau :
a)tanx=1; b) tanx=-1; c) tanx = 0.
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4, Phuong trinh cotx=a

Diéu kién ctia phwong trinh 12 x # km, k € Z.

Can ctt vao dé thi haim s6 y = cot x, ta thdy véi méi s6 a, dudong thang
y = a cat dé thi ham s& y = cot x tai cdc di€m cé hoanh d6 sai khdac nhau
mot béi cuam (h.17).

ny

21

Hinh 17
Hoanh d6 ctia médi giao di€ém 12 mét nghiém ctia phwong trinh cotx = a.
Goi x; 12 hoanh dé giao di€m (cotx; = a) thod man diéu kién 0 < x; <.
Ki hiéu x| = arccot a (doc 1a ac-c6tang-a, nghia 14 cung cé cotang bang a).

Khi d6, cac nghiém cta phuwong trinh cotx = a la

x = arccota+ kn, k € Z.

CHU Y

a) Phuong trinh cot.x = cot &, véi @ 1a moét s6é cho trurde, cb cic
nghiém la

x=a+ kn, ke Z.
Téng quét, cot f(x) = cotg(x) = f(x) = glx)+km, ke Z.

b) Phuong trinh cotx = cutﬁtlr co cac nghiém la
x=B"+k180° ke Z.
25
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Vidu 4. Giai cdc phuong trinh sau :

a) cotdx = cot 27?1 :

b) cot 3x = -2 ;

c) cot (2x — 10°) = L.

V3
Gidi

1) cotde= CDt2—ﬂ & 4y = E +kn< x= 1+k£, k e Z.
1 ] 14 4

b) cot 3x = -2 <> 3x = arccot(-2) + kT

&= % arccot(—2) + f(%, k e Z.

c) Vi % = cot 60° nén

cot(2x — 10°) = & cot(2x — 10%) = cot 60°

1
3
&2y - 10°=60° + £180°

S>x=35"4+k90%kc Z =

6
%Giéi cac phuong frinh sau :

a)cotx=1; b)cotx=-1; c) cotx = 0.

GHI NHO

Moéi phuwrong trinh
simx=a(lal<1);cosx=a (lal <1);tanx=a; cotx=a
cd vo s6 nghiém.

Giai cdc phwong trinh trén 13 tim tdt ca cdc nghiém cia ching.

26
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BAI POC THEM

GIAl PHUONG TRINH LUGNG GIAC CO BAN
BANG MAY TINH BO TUI

Cé thé sir dung may tinh bo tui (MTBT) dé giai cac phuong trinh lugng giac co
ban. Tuy nhién, d8i véi phuong trinh sinx = @ may chi cho két qua 13 arcsina Vi
don vi 1a radian hodc da dudc déi ra do. Luc d6, theo cong thirc nghiém ta viét
cac nghiém la

x=arcsinag + k2n, ke Z
va X=T— arcsina + k2n. k € Z.
Tuong tu, d6i v6i phuong trinh cos x = @ may chi cho két qui |a arccos a, déi véi

phuong trinh tan x = @ may chi cho két qua 1a arctana.

Vi du. Dung MTBT CASIO fx — 500 MS, giai cac phuong trinh sau :
a) sinx=0,5 ; b) cns_r:—% : c) tan x = +/3.

Giai
MODE
a) Néu muén c6 dap sé bang dé thi bAm ba lan phim _ roi bAm phim ED .
man hinh hién ra chr D. Sau d6 bam lién tiép
SHIFT

Dong th(r nhat trén man hinh hién ra sin ' 0.5 (c6 nghia |a arcsin 0,5) va két qua &
dong thit hai 1a 30°0°0 (aresin 0,5 da dudc déi ra do).
Vay phuaong trinh sinx =0,5 c6 cac nghiém la
x=30°+£360°, keZ
va x =180°-30° + k360° = 150° + k360°, ke Z .

b) B&m lién tiép

Ji=r[ea] = JEsn]E=to

Doéng th(r nhat trén man hinh 1a cos ' — (1 1 3) (cé nghia la ﬂl‘ccm[—%] ) va két qua
& dong th(rhai la 109°28'16.3" (arccns[—l?)] da duoc ddi ra do).

2T
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1
Vay phudng trinh cosx = .- cb cac nghiém la x ~ + 109°28'16" + k360°, ke Z.
BHIFT

¢) Bam lien tisp (0 (CI (a0 (55 CH

dong th(r nhat trén man hinh 1a tan” ' /3 (c6 nghia la arctan\/g) va két qua &
dong thi hai 12 60°0°0 (arctan/3 da ducc déira do).

Vay phuong trinh tanx = \E cé cac nghiémlax=60°+£k180°, k€ Z. m

CHU Y
a) Pé giai phuong trinh sinx=0,5 v8i két qua Ia radian, ta bAm ba
NODE
1an phim (I r8i bam phim BEIB, man hinh hien ra chi R.

SHFT
Sau dé, bam lien tiep (D) (23 (@ (5 B (B2

ta dugc két qua gan dung 1a 0.5236 (arcsin 0,5 = 0,5236).
Vay phudng trinh sinx=0,5 c6 cac nghiém la
x=05236 +k27, ke Z
va x= 1~ 05236+ k2, keZ.
b) Bé giai phuong trinh cotx=a bang MTBT, ta dua vé giai phudng

trinh tanx =—.
a

Bai tap
Giai cdc phwong trinh sau :
a) sin(x + 2) = % : b)sn3x=1;
¢) sin[ﬁ . 3]: 0; d) sin(2x + 20%) = — %3
¥ 3B 2

Véi nhitng gii tri nao cia x thi gia tri cua cdc ham s6 y = sin3x va y = sinx
bang nhau ?
Giai cac phuong trinh sau :

a)cos(x—1)= —; b) cos3x = cos 12° ;
C) CUS[E 8 E] — _l : d) COS 22}" o
2 4 2
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. 2cos2.
4. Giai phuong trinh mi& ]
| — sin2x

5. Giai cac phuwong trinh sau :

3

a) tan(x — 150) :T = b) cot(3x - 1) = —\E :

c)cos 2x tanx = 0 ; d) sin3x cotx =0,
# -~ "o . = e i L . K # % A0 (L »
6. V&i nhitng gia tri ndo cua x thi gia tri cua cac ham s6 y = tan| —— x | va

y = tan 2x bang nhau ?
7. Giai cac phuong trinh sau :

a) sin3x —cosdx=10: b) tan3x tanx = 1.

MOT SO PHUONG TRINH LUONG GIAC
THUONG GAP

I - PHUONG TRINH BAC NHAT DOI VOI MOT HAM SO LUONG GIAC

1. BPinh nghia

Phuong trinh bac nhat d6i véi moét ham s6 luong gidc la
phuong trinh c6 dang

at+ b=, (1)

trong dé a, b 1a cdc hang s6 (a # 0) va ¢ 1a mot trong cdc ham
s6 luong giac.

Vidul
a) 2sinx — 3 = 0 1a phwong trinh bac nhat déi véi sin.x.

b) Ptanx+1=01a phrrong trinh bac nhat déi véi tan.x.

1
ﬁ@iéi cac phuong trinh trong Vidu 1.
29
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Cach giai
Chuyén v€ réi chia hai v€ clia phirong trinh (1) cho a, ta dwa phwong trinh (1)
vé phuong trinh hrong gidc co ban.

Vidu 2. Giai cac phuong trinh sau :
a) 3cosx+3=0; b) \/§CDIIJ(—3: 0.
Giai
a) Tir 3cosx + 5 = 0, chuyén vé€ ta c6
3cosx=- 5. (2)

3 % . > . 5
Chia hai vé cua phuong trinh (2) cho 3, ta duoc cosx =— 2"

5
Vi - 3 < —1 nén phwong trinh da cho v6 nghiém.

b) Tir \E cotx — 3 =0, chuyén vé€ ta cé
J3 cotx = 3. (3)
Chia hai v€ ctia phwong trinh (3) cho \E, ta dirge cotx = Jg :

Vi \E: cot% nén cotx = \E & coty = cot% <:>x:%+k'n,k€ Z .

Phuong trinh dua vé phuong trinh bac nhat déi véi mét ham sé
lugng giac

Vi du 3. Giai cac phurong trinh sau :

a) dcosx — 2sinZ2x =0 (4)
b) 8sinx cosx cos 2y = —1. (5)
Giai

a) Ta c6 Scosx — 2sin 2x = 0 <> Scos x — 4sinx cosx = 0 < cosx(3 — 4sinx) =0
cosx =0
>
5—4sinx = 0.

'cos,x’:[)c:},l':%—i—kn,ke Z,
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. . . 3 o3 < g
* 5 -4sinx=0< 4sinx =3 < sinx = T Vi 7 > 1 nén phuong trinh nay

vo nghiém.

; i
Vay phwong trinh (4) ¢6 cdc nghiém la x = o +kn. ke Z.

b) Ta c6

8sinxcosxcos2x=—-1 < 4dsm2xcos2x = -1 < 2sindx = -1

& sindy = —l &
2

Ao s Mo i
6
N B
6

<~

m T
,\':—7—4 .ICE
& (keZ). M
I T
X = — 4 k—
24 s

Il - PHUONG TRINH BAC HAI POI VI MOT HAM SO LUONG GIAC

1. Binh nghia

Phirong trinh bac hai déi véi mét ham s6 lwong giac 1a phuwong
trinh c¢6 dang

ar2 + bt + ¢ =0,

trong d6 a, b, ¢ 1a cdc hang s6 (a # 0) va ¢ 1a mot trong cic
ham s6 lwong giic.

Vidu4

o . . % 2 J cxmE g &
a) 2sin x + 3sinx — 2 = 0 la phuong trinh bac hai doi véi sinx.

b) 3cot’x — Scotx— 7= 014 phrong trinh bac hai déi véi cot.x.

2
ﬂ@-iéi cac phuong frinh sau :

2 i
a) 3cos x— Jdcosx+2=0;

b) 3tim2 X— E\Etan_r +3=0.

2. Cach giai

Dit bi€u thitc luwong gide 1am 4n phu va dat diéu kién cho 4n phu (néu cé)
réi giai phwong trinh theo 4n phu ndy. Cuéi ciing, ta dua vé viée giai céc
phrrong trinh luong gidc co ban.

31
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Vidu 5. Giai phuong trinh

251112%4—\/55111%— 2=

" e - . -r R Ch Ly
Giai. Dat sin— = v6i diéu kién

2
~1<t<1 (%),

ta duoc phuong trinh bac hai theo 7
2iPnnldd=— D=0, (1)

. . 2 ;
Phuong trinh (1) c¢é hai nghiém 1} = —\E va fy = % nhung chi cé

2

ty = & thoa man diéu kién (*). Vay ta ¢6
sin— = ﬁ & sin— = E-;in1
2 4
%:%wzn x:%mm
= 3 <> 3 (ke Z) n
o ion | x=24 kdn
| 2 4 - 2

3. Phuong trinh dua vé dang phuong trinh bac hai déi véi mot
ham sé lugng giac

2
Hay nhac lai :

a) Cac hang déng thic luong giac co ban ;

b) Céng thire cong ;

c) Cong thic nhan daéi ;

d) Cong thic bién ddi tich thanh tdng va téng thanh tich.

C6 nhiéu phuwong trinh lwong gidc ma khi giai cé thé dua vé phuong trinh
bac hai déi véi mét ham s6 lwong gide. Sau day la moét s6 vi du.

Vidu 6. Giai phuong trinh

6cos z,r + S5sinx - 2 =0. (2)
32
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Gidi. Bién d6i cos™x = 1 — sinzx, ta dua phuwong trinh (2) vé dang

_ 6sin’x + Ssinx +4 = 0.
Dat sinx = t v6i diéu kién -1 <t < 1, ta duoge phuong trinh bac hai theo ¢

~ 6"+ 5t+4=0. (3)
Phuong trinh (3) ¢6 hai nghiém ¢ = % va 1y = —% nhung chi ¢ t) = —%

thoa man diéu kién. Vay ta c6

) | . . i
SINY = —— <> SNy = sin| ——
2 6

X= —— 4 k2N
Pt . (ke Z) =
¢ = — 4 k27
B 6
Vidu 7. Giai phuong trinh
\Etanx — bcotx + 2\/_ o Foemi (4)

Giai. Diéu kién ctia phuong trinh (4) 13 cosx # 0 va sinx # 0.

Vi cotx = t nén phuong trinh (4) cé thé viét duéi dang
an x
6
\Etanx— +2\/§—3=0,
fan.x
hay \Etanz.r + (2\/_ — 3)tanx - 6= 0.

Pat tanx = ¢, ta duoc phuong trinh bac hai theo ¢
B+ 3 -3)-6=0. (5)

Phuong trinh (5) ¢6 hai nghiém : #; = -\E, ty =-2.

o ” T[ T[
Véi t = \E ta co tanx = \/5 & tanx = tang A= E +km, k e Z.
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Véity=-2tacd tanx = -2 < x = arctan(-2) + kn, k € Z.

Cdc gi4 tri nay déu thoa man diéu kién néu trén nén ching 1a cdc nghiém
cia phirong trinh (4). =

4
ﬁ(’:}iéi phuong trinh 3c0s26x + 8sin3x cos 3x — 4 = 0.
Vidu 8. Giai phuong trinh

- . 2
281N X — 3sIn.X COSX — COS X = — 2, (6)

Giai. Tru6e hét, ta thdy n€u cos x = 0 thi phuwrong trinh (6) ¢6 vé trdi bang 2, con

v€ phai bang -2, nén cos x= 0 khéng thoa man phuong trinh (6). Vay cos.x # 0.

% 2 3 i 2 o 3 2
Vi cosx # 0 nén chia hai vé€ cua phuong trinh (6) cho cos “x, ta dugce

tan’y — Stanx — 1 = — & 2tan’x — Stanx — 1 = —2(1 + tanz_r).

CDSZJ{'

Ta dwa duoce phuong trinh (6) vé phwong trinh bac hai theo tanx
Atanx - Stanx + 1 = 0
tanx = 1

tanxy =

1
>

o tafire s a= E +kn. k e Z.

* tanx = l = arc:tzml +kmn. k e Z.
4 4

Vay phuong trinh (6) c¢6 cdac nghiém la

= & + kTt
A
! 1
va S E= arctzmz +kn(keZ) B
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IIT - PHUONG TRINH BAC NHAT DOI VOI sinx VA cosx

1.

A

Cdng thirc bién ddi biéu thirc asin x + beos x

5

Dua vao cac cong thiic céng da hoc :

sin(a + b) = sinacosbh + sinhcosa ; cos (a +b)=cosacosbh — sinasinb ;
sin(a — b) = sinacosh — sinbhcosa ; cos (a — b) =cosacosh + sinasinh

. » T . T ~ < : 3
va két qua CDSEZ sz = TQ hay ching minh rang :

a) sin.x + Ccosx = -\Ems [.x*— %] : b) sinx —cosx = \/Esin[_r — ;] .

% ~ # a 2 2 #
Trong truong hop tong quat, véia + b # 0, ta cd

. / a : b
asinx + bcosx = a2 + h2 —_—_—G|] \ + = CO0SX |.
\/ﬁ Jﬁ
a + b a=4=ph

2
. a b ] L,
Vi | —/—o| +|=—p———| =1 néncdmbdt géc @ sao cho

'Jﬂz + b2 \/az + b?

= CO0S &, = sin &.

a b
\/az + hz ‘\}HZ + bz
Khi d6 asinx + bcosx = \)az - b2 (sin xcosa + cosxsina)

— \Jaz + h2 sin(x + ) .

Viay ta c6 cong thite sau

asinx + bcosx = \/.-:12 + b2 sin(x + &), (1)
. a _ b
VOl COS (f = = V3 SI] (O = e |
\}aerbz \}{12 +h2

Phuong trinh dang asinx + bcosx=¢

Xeét phuong trinh asinx + bcosx = ¢, (2)

véia, b,c € R ;a, b khéng déng thdi bang 0 ({Iz ey = 0).
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Néu a = 0, b # 0 hodac a # 0, b = 0, phuong trinh (2) c¢6 thé dwa ngay vé
phurong trinh lwong gidc co ban. Néu a # 0, b # 0, ta 4p dung c6ng thire (1).

Vidu 9. Giai phuong trinh

sinx+ y3cosx=1.

Gidi. Theo céng thirc (1) ta c6

sIn.x + 43 cosx = \/1 - (\/5)2 sin(x + &) = 2sin (x + @),

1

: ¥ o e o 5
trong doé cos a = ,smaz?.Tu’dolﬁy{I:Ethltaco

sinx + y3cosx = 25h1[,r + %] .
Khi doé

snx + 43cosx=1< 23111(1‘ =s E] = Sill[.){'-l— E] = l
3 3 Z

: (L . T
< sul[.r + —] = sin—
3 6

H%:%mzn xz—%JrkZ‘n

= =
xtt=qa-2iion |x=liimkez). m
. 3 6 2

ﬁ 6
Giai phuong frinh J3sin3x—cos3x = 2.

Bai tép
1. Giai phrong trinh

o B .
sin x — sinx = 0.

2. Giai cac phuwong trinh sau :

a) 2(:052,1' — 3cosx+1=0; b) 2sin2x + +/2 sindx = 0.
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3. Giai cdc phuong trinh sau :

a) sinzg— 2(:03% +2=0; b) 8(:052.1' + 2sinx—7=0;

2
c) 2tan x + 3tanx +1 =0 ; d) tanx — 2cotx + 1 =0,
4. Giai cac phuong trinh sau :
a) 2sin 2.1‘ + SIN.X COSX — 3coszr =31 |

v i " 2
b) 3sin "x — 4sin.x cosx + Scos x = 2 ;

o 2 ; 2
c)sin x +sin2x — 2cos x = > :

d) QCDSZX — 3\/3T sin 2x — 451{121 = -
5. Giai cac phurong trinh sau :
a) cosx — \Esinx = \E : b) 3sin3x — 4cos3x =5 ;

c) 2sinx + 2cosx — \/_ = () d) Scos2x+ 12sin2x - 13 =10,
6. Giai cac phuong trinh sau :

a) tan(2x + 1)tan(3x — 1) =1 ; b) tanx + taﬂ[,r + %J =

LS

BAI POC THEM

BAT PHUONG TRINH LUGNG GIAC

Ta chi xét cac bat phuong trinh Iuong giac co ban. B6 |a nhimng bat phuong trinh
dang sinx > a (hodc sinx = a, sinx < a, sinx < a), trong d6 a 1a moét sé thue tuy v.
Ta cling xét nhimg bat phuong trinh tuong tu d6i véi cac ham sé cos.x, tan x, cot.x.

| - BAT PHUONG TRINH sinx > a
Né&u a = 1 thi bat phuong trinh sinx > @ vé nghiém, vi sinx < 1 v8i moi x.

Néu a < —1 thi moi s6 thuc x déu Ia nghiém clia bat phuong trinh sinx >a, vi sinx = —1
va@i moi x.
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Ta xét fruong hop -1 <a < 1 théng qua vi du sau.
Vi dy 1. Giai bat phuong trinh

2
sin.y > —. (1)
2
Giai. Vé dudng tron ludng giac tam O.
Trén truc sinldy diém K sao cho

N5}

— P2
OK ==— (h.18).

Ké tr K dudng thdng vudng gbéc véi truc
sin, cat dudng tron tai hai diém M va M'. B’

=
R6 rang, néu cung AD cb s do thod man
bat phuong trinh (1) thi D phai ndm trén

cung MBM' va ngudc lai.

Hinh 18
X T
Tacosd AM = Z +k2n. ke Z va

.
sd AM' - %“ cn ke 7.

Vay nghiém cla bat phuong trinh sinx > 72 13

%+k2n{_r:::%ﬂ +k2n. ke Z. &

5 % I . e e gl . : 2
Cha y. Biém cudi cha cung cé sé do la nghiém cha bat phuong trinh sinx < %

phai ndm trén cung M 'B'M va ngudc lai (h.18). Khi d6, nghiém clia bat phuong
trinh la

S + k2t <x £ [E-l- 211:] + k2T

4
hay L) + k2T < x < g—ﬂ+ﬁ:2ﬂ, (k € Z).
4 4
Il - BAT PHUONG TRINH cosx < a
Néu a < —1 thi bat phuong trinh cos.x < a vé nghiém.
Néu a = 1 thi moi sé thuc x déu |a nghiém cla bat phuong trinh cosx < a.

Ta xét truong hop -1 < a < 1 théng qua vi du sau day.
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Vi dy 2. Giai bat phuong trinh

cosx < — g (2)

Gidi. Trén truc césinldy diém H cé hoanh j sin
2 2 . )
do la —%. Ké tir H dudng thdng vuéng

gbéc véi truc césin, cat dudng tron Iuong
giac tai hai diém M va M' (h.19).

&
R6 rang, néu cung AE cbé sé do thod man
bat phuong trinh (2) thi £ phai ndm trén

cung MA'M' va ngudc lai. Vay nghiém
clia bat phuong trinh da cho la

:iTTE +k2m<x < il

+2n, ke Z. W Hinh 19

4
= = o ‘ D, e e
Chu y. Bat phugng trinh cos x > _T co nghiém la

5 3
Tﬂ I E X &Hzn] + k2T

5 11
hay Tﬂ+k2ﬂ:{_r{ Tﬂ+k2n,ﬁre A

Il - BAT PHUGNG TRINH tanx > a
V&i moi sd thuc a, bat phuong trinh tanx = a luén c¢6 nghiém.

Ta xét vi du sau day. i 4 tang
Vi dy 3. Giai bat phuong trinh

tanx = 1. (3)

Gidi. Lay trén truc tang diém I sao cho Al =1.
N&i OI cat dudng tron luong giac tai M va M’

ny
(h.20). Néu cung AE cbé sé do thod man bat
phuong trinh (3) thi diém E phai nam trén mét

trong hai cung MB va M'B' va ngudc lai.

Vay nghiém cla bat phuong trinh (3) 1a
T ) ‘
E+kﬂ£_¥{5+kﬂ(:{:f€ Z). 1 Hinh 20
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Chu y. Nghiém clia bat phuong trinh tanx < 113
i + kT <x < B + k. ke Z.
2 4

IV — BAT PHUGNG TRINH cotx < a

V@i moi s6 thuc a, bat phuong trinh cotx < a
déu co nghiém.

Ta xét vi du sau day.
Vi dy 4. Giai bat phuong trinh

Cotx < % (4)

Gidi. Lay diém J trén truc cétang sao cho

== ; i ; ; .
BJ = T Noéi JO cat dudng tron lugng giac tai
3

;o 2 Hinh 21
hai diem Mva M' (h.21).

" .
Néu cung AF cé sé do thoa man bat phuong trinh (4) thi diém F phai ndm trén moét
trong hai cung MA' vaM'A va ngudc lai.
Vay nghiém cla bat phuong trinh (4) 1a

%+K“J‘E£.\'fi‘l‘t+k‘l‘t.k€ Z. ®m

» , L
Chu y. Nghiém clia bat phuong trinh cotx >— la

V3

km<x< % + km, ke Z.

On tép chuong |
a) Ham s6 y = cos 3x ¢6 phai 1a ham s6 chan khéng ? Tai sao ?
b) Him s6 y = tan[,r + %] c6 phai la ham so6 1¢ khéng ? Tai sao ?
Can cit vao d6 thi haim s6 y = sinx, tim nhitng gia tri ctua x trén doan
[—%ﬂ y 211} dé€ ham s6é dé :

a) Nhan gid tri bang -1 ; b) Nhan gia tri 4m.
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3. Tim gid tri 16n nhat cua cdc ham s6 sau :

aj 9= JQ(] + cosx) +1 ; b) vy = BSiH[.T — g] — 2.
4. Giai cac phuong trinh sau :
. 2 , 2 1
a)sin(x +1) = — ; b) sin 2y = — ;
3 2
g s 1 n
P d) tan| — + 12x | = —/3.
c) co 5] ) *111[12 1]
5. Giai cac phuong trinh sau :
a) 200521' —3cosx+1=0; b) 2551112x + 135sin 2x + 900523" = e
c) 2sinx + cosx =1 ; d) sinx+ 1,5 cotx = 0.

Baii tap trdc nghiém

Chon phuong dan dung :

6. Phuwong trinh cos.x = sinx ¢6 s6 nghiém thuéc doan [- m; m] 14 :

(A) 2; (B) 4; (C)5; (D) 6.
7. Phuong trinh i = tan2x c¢6 s6 nghiém thuéc khoang [0 s E] 1a ;
cos2x 2
(A)2; (B) 3; (C)4; (D) 5.

. o 1 ; ;
8. Nghiém duong nho nhat cua phuong trinh sinx + sin2x = cosx + 2cos x la :

T 2T T T
A)—; B) — C) —; D) —.
()6 ()3 ()4 ()3

9. Nghiém am 16n nhit cua phirong trinh Dtan’ x + Stanx +3=0 1a:

m ) m 57
(A) ~3 (B) i (C) i (D) —E

10. Phuong trinh 2tanx — 2cot x — 3 = 0 ¢6 s6 nghiém thudc khoang [—% . T[] la:

(A) 1 (B) 2; (C) 3 ; (D) 4.
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TA HOP-XAC SUAT

Chuong II TO HOP-XAC SUAT

Chuong ndy cung cip nhimg kién thic co ban nhét vé& Dai sé't6 hop va LI thuyét

X4C Suat.

Phén thir nh&t bao gém quy tac cfng va quy tac nhén, cac khai nidm, céc cong

thite v8 hodn vi, chinh hop va 16 hop. C4c bai toan ndy thudng gip trong To4n tng
dung. Ngodi ra, cbng thic khai trién nhj thie Ni-ton va céc &p dung cta né cling

duge frinh bay.

Phén fiép theo cung cp nhiing khai niém m& dau va cac cdng thic don gian nhat

clia Lf thuyét xdc su&, mt linh vyc quan trong cla Todn hoe, 6 nhidu (ng dyng
thye 16,
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QUY TAC PEM

Trong Dai s6 t6 hop, cé nhiéu tiap hop hitu han ma ta khong dé dang xic
dinh dwoc s6 phan tir cia ching. Dé dé€m s6 phan tir ctia cdc tap hop hiiu
han dé, cling nhu dé xay dung cic cong thitc trong Dai s6 t6 hop, ngudi ta
thudng st dung quy tac coéng va quy tac nhan.

S6 phan tir cua tip hop hitu han A duoc ki hiéu 1a n(A). Ngudi ta

ciing dung ki hiéu |A| dé chi s6 phan tir clia tap A. Chang han :

a) Néu A = {a, b, ¢} thi s6 phan tir ctia tip hop A 1a 3, ta viét
n(A) = 3 hay |A| = %,
byNér As={l.2.3.4. 5,0, 1, 8,.9],
B=1{2.4,6, 8} (thp hop cic s6 chan clia A),
thi AN\B=1{1,3,5,7,9}.
— S6 phan tir cua tAp hop A lan(A) =9,
— S6 phan tir cua tap hop B 1a n(B) = 4.
— S6 phan tir cua tAp hop A\Blan(A\B)= 5.

I- QUY TAC CONG

Vi du 1. Trong mo6t hop chia
sdu qua cAu trang ducdc dinh d : 3

s6 tir 1 dén 6 va ba qua céu den @ @ @ @ @
duoc danh s6 7, 8, 9 (h.22). C6
bao nhiéu cdch chon mét trong
cdc qua céu 4y ? Hinh 22

Giai. Vi cdc qua ciu trang hoac den déu duoc dianh s6 phan biét nén moi
lan 14y ra mot qua ciu bét ki 12 moét 14n chon. Néu chon qua trang thi c6 6
cach chon, con n€u chon qua den thi c6 3 cach.

Do d6, s6 cich chon mét trong cdc qua cau la 6 + 3 =9 (cich). m
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baitap365.com



QUY TAC

Mot cong viéc duoc hoan thanh boi mét trong hai hanh
doéng. Néu hanh déng nay cé m cach thuc hién, hanh déng
kia c6 n cich thue hién khong tring véi bat ki cdch nio cua

\ hanh déng thit nhat thi céng viéc dé c6 m + n cach thuc hién. 3

1

ﬁTrnng Vi du 1, ki hiéu A |a tap hdp cac qua cau trang, B |a tap hop cac qua cau
den. Néu méi quan hé giira s6 cach chon moét qua cau va sé cac phan tir clia hai
tap A, B.

Quy tac cong duogc phat biéu & trén thuc chat 13 quy tic d€m s6 phén tir ctia
hop hai t4p hop hitu han khéng giao nhau, duoc phat bi€u nhu sau :

Néu A va B la cdc tap hop hitu han khong giao nhau, thi

n(A v B)=n(A) +n(B).
CHUY

Quy tac cong cé thé md rong cho nhiéu hianh déng.

r y . u ¥ l
Vidu 2. C6 bao nhiéu hinh vuéng trong Hinh 23 ? —
T o g wE % . lem
Giai. R6 rang, chi c6 thé cé cac hinh
vubéng canh 1 cm va 2 cm. Ki hiéu A la
tdp hop cac hinh vuéng c6 canh 1 cm va B
la tdp hop cac hinh vuéng cé canh 2 cm. Hinh 23

ViAnB=O, AU Blatap hop cac hinh vuéng trong Hinh 23 va n(A) = 10,
nB)=4nénn(AuB)=n(A)+n(B)=10+4 =14,

Vay c6 tit ca 14 hinh vuéng. m

II - QUY TAC NHAN 2 a2
Vidu 3. Ban Hoang c6 hai 40 mau khac nhau va 3 a3
ba quan kiéu khéic nhau. Héi Hoang cé bao nhiéu
cach chon mét bé quan do ? 1 b1
Giai. Hai 40 dugc ghi chit @ vd b, ba quin b
duoe ddnh s6 1, 2, 3. 2 b2
Dé chon m6t bd quan 4o, ta phai thuc hién lién 3 b3
ti€p hai hanh dong :

Hanh doéng I — chon do. Co6 hai cach chon (chon @ hoac b).  Hinh 24
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Hanh dong 2 — chon quan. Ung véi moéi cach chon do ¢é ba cich chon quan
(chon 1, hoac 2, hoac 3).

K&t qua ta c¢6 cac bé quan do nhu sau : al, a2, a3, b1, b2, b3 (h.24).
Vay s6 cdch chon mét b6 quan do la 2 . 3 = 6 (cach). m

Téng quit, ta c6 quy tdc nhdn sau day.

QUY TAC
4 Mot cong viéc duoc hoan thanh bdi hai hanh dong 1ién ti€p. A
Néu c6 m cach thuc hién hanh déng thit nhit va ing vdi
moi cdch d6 ¢6 n cdch thuc hién hanh dong thd hai thi c6
M cach hoan thanh céng viéc. y
2
T thanh phé A dén thanh phé B cb ba
con dudng, tr B dén C c6 bén con
duong (h.25). HAi cé bao nhiéu cach di A B i

tr A dén C, qua B ?
Hinh 25

CHU Y
Quy tac nhan cé thé md rong cho nhiéu hanh dong lién tiép.

Vidu 4. C6 bao nhiéu sé dién thoai gom :

a) Sau chit s6 bat ki ?

b) Sau chir s6 1é ?

Giai

a) Vi méi s6 dién thoai 12 mot diy gém sdu chit s6 nén dé 1ap mot s6 dién

thoai, ta can thuc hién sdu hanh déng lua chon lién ti€p cdc chit s6 do tir 10

chits60,1,2,3,4,5,6,7,8,9.
C6 10 cdch chon chir s6 déu tién.

Tuong tu, ¢6 10 cach chon chit s6 thit hai ;

C6 10 cach chon chir s6 thir sau.

Vay theo quy tac nhan, s6 cic s6 dién thoai gom siu chii s6 12

10.10. ... .10 = 10° = 1 000 000 (s6).

6 thiia s6

b) Twong tu, s6 cic s6 dién thoai gébm sdu chir s6 1é 1a 5°= 15625 (s0).m
45
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Bdii tép

Tir cac chir s6 1, 2, 3, 4 c6 thé lap dugce bao nhiéu s6 tw nhién gém :

a) Mot chir sé ? b) Hai chir s6 ? c) Hai chir s6 khic nhau ?

Tir cdc chirsé 1, 2, 3,4, 5, 6 ¢6 thé 1ap dwoc bao nhiéu s6 tur nhién bé hon 100 ?
Céc thanh pho A, B, ', D dwroc néi véi nhau boi cac con dudng nhu Hinh 26.
Hoi

a) C6 bao nhiéu cdch di tir A d€n D ma qua B va € chi mét 1an ?

b) C6 bao nhiéu cdch di tir A d€n D réi quay lai A ?

A B C D
Hinh 26

Cé6 ba ki€u mat déng hé deo tay (vubng, tron, elip) va bon ki€u day (kim
loai, da, vai va nhua). Hoi ¢6 bao nhiéu cdch chon mét chiéec déng hé gém
mot mat va mot day 7

HOAN VI - CHINH HOP - TO HOP

I- HOAN VI

1.

46

Binh nghia

Vidu 1. Trong mot trin béng da, sau hai hiép phu hai déi van hoa nén phai
thwe hién d4 luan luu 11 m. Mot déi di chon duoc nam cau thti dé thue
hién d4 nam qua 11 m. Hay néu ba cich sap x€p d4 phat.

Gidi. Dé xdc dinh, ta gia thi€t tén cia nam cAu thi duoc chon 1a A, B, C,
D, E. Dé t6 chitc d4 luan lvu, hudn luyén vién cAn phan cong ngudi da thit
nhAt, thi hai, ... v két qua phan c6ng 1a mot danh sdch ¢6 thit twr g6m tén
ctia nam cAu thé. Chang han, n€u viét DEACB nghia 1a D d4 qua thit nhit,
E da qua thi hai, ... va B dd qua cudi cling.

baitap365.com



C6 thé néu ba cich t6 chite d4 luan luu nhu sau :

Cdch I : ABCDE.

Cach 2 : ACBDE.

Cach 3 : CABED. &

Méi két qua cna viée sap thit tr tén cna nam cdu thu da chon dwoc goi 1a
mot hodn vi tén cua nam cau tha,

DINH NGHIA

Cho tap hop A g6m n phan tir (n = 1).

Moéi két qua cna su sap xé€p thit tw #» phan tir cia tAp hop A
duwoce goi la moét hedn vi cua n phan tir do.

1
ﬁHéy liét ké tat ca cac s6 gém ba chir s6 khac nhau tir cac chirsé 1,2, 3.

NHAN XET

Hai hodn vi ctia n phan tir chi khdc nhau & thit tu sap xép.

Chang han, hai hoan vi abc va ach cua ba phan tir a, b, ¢ 14
khac nhau.

2. S6 cac hoan vi

Vidu 2. C6 bao nhiéu c4ch sap x€p bén ban An, Binh, Chi, Dung ngéi vio
mot ban hoc gébm bén ché ?

Giai. Dé don gian, ta viét A, B, C, D thay cho
tén ctia bén ban va viét ACBD dé moé ta céich
xé€p ché nhur Hinh 27,

a) Cach thir nhar : Liét ké. Hinh 27

Cé4c cich sap x€p chd ngdi duoc liét ké nhir sau
ABCD,ABDC, ACBD, ACDB, ADBC, ADCB,
BACD, BADC, BCAD,BCDA, BDAC,BDCA,
CABD, CADB, CBAD, CBDA, CDAB, CDBA,
DACB, DABC, DBAC, DBCA, DCAB, DCBA.

A7
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Nhur vay c¢6 24 cich, moi cich cho ta mo6t hodn vi tén cia bén ban va
ngwoc lai.

b) Cdch thit hai : Dung quy tac nhan.
— Cé bén cich chon mét trong bén ban dé x&p vao chd thir nhat.

— Sau khi di chon mét ban, con ba ban nira. C6 ba cdch chon moét ban x&€p vao
ché thit hai.

— Sau khi di chon hai ban réi con hai ban nira. C6 hai cich chon mét ban ngbi

vao ché thit ba.
— Ban con lai duge x€p vao ché thif tur.

Theo quy tac nhan, ta ¢ s6 cach x€p ché ngoi la
4.3.2.1=24(cach). m

Ki hiéu P, 1a s6 cdc hodn vi cua n phan tir. Ta c6 dinh 1i sau day.

DINH LI

Py = mlp— 1) w2,

Chitng minh. D€ 1ap dwroc moi ho4n vi ctia n phén tir, ta ti€n hanh nhu sau :

Chon moét phan tir cho vi tri thit nhat. C6 n cach.

Sau khi chon mét phan tir cho vi tri thit nhit, c6 n — 1 cach chon mét phan
tir cho vi tri thit hai.

Sau khi dd chon n — 2 phan tir cho n — 2 vi tri dau tién, c¢é hai cdch chon
mot trong hai phan tir con lai dé x&p vao vi tri thit n — 1.
Phan tir con lai sau cung duoc x€p vao vi tri thi n.

Nhu vay, theo quy tac nhan, cé n(n — 1) ... 2.1 két qua sap xép thi tur »
phan tir da cho.

Vay
Pt (i D 201
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CHU Y

Kihiéun(n-1)..2.11an! (doc la n giai thita), ta cé

P. = nl

n

2
%Trnng gid hoc mén Giao duc quéc phong, moét tiéu ddi hoc sinh gém mudi ngudi
duoc xép thanh mot hang doc. Hoi cé bao nhiéu cach xép ?

II - CHINH HOP

1. BPinh nghia

Vidu 3. M6t nhém hoc tip cé nam ban A, B, ', D, E. Hiy ké ra vai cidch phan
cong ba ban lam truc nhit : moét ban quét nha, mét ban lau bang va mét ban
sap ban ghé.

Giai. Ta c¢6 bang phan céng sau day.

Quét nha Lau bang Sap ban ghé
A C D
A D C
C B E

Modi cich phan céng néu trong bang trén cho ta mot chinh hop chap 3 cia5. m
Mot cach téng quit, ta c6 dinh nghia sau day.
DINH NGHIA

Cho tap hop A gém »n phan tir (n = 1).

Két qua cua viéc ldy k£ phan tir khac nhau tir # phan tir coa tap
hop A va sap x€p ching theo mét thit tr ndo dé dwoc goi 13
mot chinh hop chdp k cua n phan tir di cho.

3
ﬁTrén mat phdng, cho bén diém phan biét A, B, C, D. Liét ké tat ca cac vecto khac
vectd — khéng ma diém d4u va diém cudi clia ching thudc tap diém da cho.

49
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S& cac chinh hop

Trd lai Vi du 3, ngoai cdch tinh s6 cdch phin cong true nhat bang phuong
phép liét k&, ta con c6 mot cdch khdc 13 sir dung quy tac nhan. D€ tao nén
moi cdach phan céng, ta ti€én hanh nhu sau :

— Chon moét ban tir nam ban dé giao viéc quét nha. Cé 5 céch.

— Khi dd chon mot ban quét nha réi, chon ti€p mot ban tir bén ban con lai
& . A il P -
de giao viéc lau bang. C6 4 cach.

— Khi da ¢6 cdc ban quét nha va lau bang réi, chon moét ban tir ba ban con lai
dé giao viéc sap ban gh&. C6 3 cich.

Theo quy tac nhin, s6 cidch phan céng truc nhat 1a
5.4 .3=060 (cach).
N6i cdch khéc, ta ¢6 60 chinh hop chap 3 clia 5 ban. m

Ki hiéu Afg 14 6 cdc chinh hop chap k ctia n phan tir (1 < k < n). Ta c6 dinh 1i

sau day.

DINH LI

[ AN -1 .. (n—k+1). ]

Chitng minh. Dé tao nén moi chinh hop chap k ctia n phan tir, ta ti€n hanh
nhu sau :

Chon mét trong »n phén tir da cho x&p vao vi tri thir nhat, Cé n cach.

Khi dd c6 phin tir thir nhit, chon ti€p moét trong n — 1 phéan tr con lai x€p
vao vi tri thit hai. Cé n — 1 cach.

Sau khi da chon k& — 1 phan tir r6i, chon mét trong n — (kK — 1) phan tir con lai
x€p vao vi tri thit k. C6 n — k+ 1 cach.
Tir d6 theo quy tac nhan, ta duoc

Af=ntn=1)..(n—k+1).m

Vidu 4. C6 bao nhiéu s6 trr nhién géom nam chit s6 khdc nhau dwoce lap tir cdc
chirsé 1,2, ...,97?

Giai. M6i s6 tr nhién ¢6 nam chit s6 khdac nhau duoe lap bang cdch lay
nam chir s6 khac nhau tir chin chir s6 da cho va xép ching theo moét thi tur
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nhAt dinh. Mbi s6 nhir vay duoce coi 13 m6t chinh hop chap 5 ciia 9. Vay s6

cac s6 do 1a

Ag=9.8.7.6.5=15120.m

S

CHU Y

a) Vi quy uéc 0! = 1, ta cé

k n!

k% ., 1<ksn.
(n— k)|

b) Mbi hodn vi ctia n phin tir ciing chinh 13 mét chinh hop
chiap n cua n phan tir dé6. Vi vay

B Al

n I

I - TO HOP

1. Binh nghia

A

Vidu 5. Trén mat phang, cho bén di€ém phan biét A, B, C, D sao cho khéng
c6 ba di€ém nao thang hang. Hoi ¢é thé tao nén bao nhiéu tam gidc ma cédc
dinh thuéc tip bén diém di cho ?

Giai. Mbi tam gidc (rng v6i mot tap con gém ba diém tir tap da cho. Vay ta
cé bén tam gidc ABC, ABD, ACD,BCD. m

Mot c4ch téng quét, ta c6 dinh nghia sau day.

DINH NGHIA

CHU Y

Gia sirtap A ¢6 n phan tir (n = 1). M6i tip con gém k phin tir
clia A duoc goi 1a mot t6 hop chdp k cia n phdn i da cho.

S6 k trong dinh nghia cAn thoda min diéu kién 1 < k < n. Tuy vay,
tap hop khéng cé phin tir ndo 13 tip réng nén ta quy udec goi tod
hop chap O ctia n phan tir 12 tp rong.

4
ChotapA={1,2,3,4,5}. Hay liet ké cac t6 hop chap 3, chap 4 clia 5 phan trclia A.
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S6 cac td hop

Ki hiéu Cﬁ 1 s6 cdc t6 hop chap k clia n phin tir (0 < k < n).
Ta c6 dinh i sau day.
DINH LI

¥ !

CE = .
" kln-k)!

Chitng minh. V6i k = 0, céng thite hién nhién ding.

Véik = 1, ta thiy mot chinh hop chép & ctia n phan tir duoce thanh 14p nhu sau :
— Chon mét tip con k phan tir ctia tip hop gém n phan tir. C6 Cfﬁ cach chon.

— Sap thit tu k phan tir chon dwoc. C6 k! cich.

Vay theo quy tac nhan, ta c6 s6 cdc chinh hop chéip k ctia n phan tir 1a

k k
Ar = ek r

Ak n!
= .l
k! kl(n-k)!

Tirdé CK =

Vidu 6. Mot t6 ¢6 10 ngudi gom 6 nam va 4 nit. Can lap mot doan dai biéu
gom 5 nguoi. Hoi :

a) Co tat ca bao nhiéu cach lap ?

b) Cé bao nhiéu cich 1ap doan dai biéu, trong dé c6 ba nam, hai nif ?

Gidi

a) Mdi doan dwroc 1ap 12 mot t6 hop chap 5 clia 10 (ngudi). Vi vay, s6 doan

dai bi€u c6 thé cé 1a

= % = 257,
b) Chon 3 nguoi tir 6 nam. C6 Cg cach chon.
Chon 2 nguoi tir 4 nit. Co C% cach chon.

Theo quy tac nhan, cé tit ca Cg .C,% = 20.6 = 120 cé4ch lap doan dai biéu
gom ba nam va hai nir. ®

5

Cé 16 doi bong da tham gia thi dau. Hoi can phai té chic bao nhiéu tran dau sao
cho hai déi bat ki déu gap nhau ding mét 1an ?
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3. Tinh chit cda cac sé CX

Tir dinh 1 vé céng thitc tinh s6 cdc té6 hop chap k clia n phan tir, ta c6 cac
tinh chat sau day.

a) Tinh chat 1

Ck=cr*| (0<k<n).

Chang han, C3 = C7 = 35.

b) Tinh chat 2 (céng thitc Pa-xcan)

QEt a0 = B8 | Lakean).

Chang han, C% . C%l = Cg = 70.

Vidu 7. Chimng minh rang, véi2 <k <n -2, tacé
efeegi2 s ogi L B s

Giai. Theo Tinh chat 2. ta cé
Cr5+Cia = Cali (1)
Cys +Chos = Cy_y- (2)

Coéng cac vé trong tng cua (1) va (2) va theo Tinh chit 2, ta ¢6

k—
Che 2+2Cn 2+Cn‘r 2= C.i'.i' 1+Cn 1 — C .l

BAI POC THEM

TINH S& CAC HOAN V| VA SO CAC TO HOP
BANG MAY TiNH BO TUI

Cé thé sir dung may tinh bo tai dé tinh sé cac hoan vi n! va sé cac té hop C:‘;.
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54

1. Tinh sé cac hoan vi bidng may tinh bo tai

Dung may tinh bd tai CASIO fx — 500MS dé tinh n!, ta 4n cac phim theo trinh tu
sau :

SHIFT xf
An s6 n, &n phim (B, 5n phim (B, &0 phim BB, Kni d6, két qua s& hién thi
& dong th(r hai.
Vi dy 1. Tinh 101,

Ta bam lién tiép cac phim sau :
SHIFT X/

o
Dong thi hai hién ra 3,628,800,
Vay 10! = 3 628 800.
2. Tinh sé cac t6 hop bing may tinh bo tui

Diing may tinh bo tii CASIO fx — 500 MS dé tinh Cf; , ta an cac phim theo trinh tu sau :

An 8 n, 8n phim m an sé k, an phim H Két qua hién thi 8 dong thir hai.
; - 2
Vidu 2. Tinh Cy, .

Ta an lién ti€p cac phim sau :

Dong thir hai hién ra 792.

vay C>, = 792.

Bai tap
Tir cdc chir s6 1, 2, 3, 4, 5, 6, 1ap cdc s6 tu nhién gém sdu chir s6 khic
nhau. Hoi :
a) Co tat ca bao nhiéu s6 ?
b) Cé bao nhiéu s6 chan, bao nhiéu s6 1é ?
c) C6 bao nhiéu s6 bé hon 432 000 ?

Cé bao nhiéu cdch sap x€p ché ngdi cho mudi ngudi khiach vio mudi ghé
ké thanh moét day ?

Gia sir ¢c6 bay béong hoa mau khiac nhau va ba lo khidc nhau. Hoi cé bao
nhiéu cich cam ba béng hoa vao ba lo da cho (méi lo cam mét béng) ?
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C6 bao nhiéu cich mac néi ti€p 4 béng den dwroc chon tir 6 béng den khic
nhau ?

C6 bao nhiéu cich cam 3 béng hoa vao 5 lo khidc nhau (mdi lo cam khoéng
qua moét béng) néu :

a) Cac bong hoa khac nhau ?
b) Cac béong hoa nhu nhau ?

i 2 - « 7 i * - « 7 5
Trong mat phang, cho sdau di€ém phan biét sao cho khoéng c¢6 ba diém nao
i % L - e *n =z % # '—' -
thang hang. Hdi ¢6 thé lap duoc bao nhiéu tam gidc ma cdc dinh cta né
-y '.n? -
thuoc tap diém da cho ?

Trong mat phang ¢6é bao nhiéu hinh chitr nhat duoc tao thanh tir bén duwdng
thang song song véi nhau va nam dudng thang vuéng géc véi bén duodng
thang song song d6 ?

NHI THUC NIU-TON

I - CONG THUC NHI THUC NIU-TON

Ta cé :
(a+b) =a” +2ab+b" = Cla® + Cha'b! + C3p?,
(a+b)’ =a +3a’b+3ab” + b =Ca + Cia®b' + Ca'p? + C3p3.

1
Khai trién biéu thic (a + »y* thanh téng cac don thic.

Téng quit, ta thira nhan céng thite khai trién bi€u thic (¢ + »)" thanh téng
cac don thire nhir sau :

(4B = Cla4Cka" Bd Tl &40 T, ()

n

Coéng thire (1) duoc goi la cong thirc nhi thicc Niu-ton.
35
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HE QUA
Véia=hb=1,tac62" =% +C. +..+C"
Véira=1; b=-1,tacd
0 = @t b1 bk =DPER.
CHU Y
Trong bi€u thitc & v€ phai ctia cong thite (1) :
a) S6 cdc hang tirla n+ 1.
b) Cac hang tir c6 s6 mil cua @ giam dan tir n dén 0, s6 mii ctia
b tang dan tir O dén n, nhung téng cic s6 mil cia a va b trong
moi hang tir luén bang n.

c) Cdc hé s6 clia moéi hang tir cich déu hai hang tir dau va cuéi
thi bang nhau.

Vi du 1. Khai trién bi€u thite (x + y)°.
Giai. Theo cong thire nhi thire Niu-ton ta ¢6
(x+ y)ﬁ = ngﬁ + Ctla_rjy + ng4y2 + ng3y3 + Cgrzyit + Cg,ryj + ngﬁ
- 61‘5}? 415K yz +20x° y3 +15x7 y4 + 6xy5 + yﬁ. -
Vidu 2. Khai trién bi€u thire (2x — 3)4.
Giai. Theo céng thite nhi thite Niu-ton ta ¢6
Ox=3" = €Y20* + ChExP 3+ CHOH =3Y + Ciox(=8Y + Y (=)
= 16x" — 96x° +216x" — 216x+ 81. W
Vidu 3. Ching to rang véi n = 4, ta ¢6
0 el e O il e, B
Gidi. Kihieu A= C +C2 + ..
B= C}; +Cf’; ey

Theo Hé qua ta ¢6 2 =A B
0=A—B.

n—1

TrdésuyraA=B=2 . |
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II - TAM GIAC PA-XCAN

Trong céng thite nhi thite Niu-ton ¢ muc I, cho n=0, 1, ... v x€p cac hé s6
thanh dong, ta nhian duoc tam giac sau day, goi la tam gidac Pa-xcan.

=2 | 2 |

n=3 1 3 3 |

" [ 4 6 4 1

s 1 5 \‘m/ \‘10/ 1

B 1 6 15 20 15 6 1

n=17 | 7 21 35 35 21 7 1
NHAN XET

Tir céng thice Cfﬁ = Cﬁ:{ + Cf.,_l suy ra cich tinh cdc s6 & moi

dong dwra vao cic s6 & dong trude nd. Chang han

€2 & & O =4 6= 1B,

2
%Dﬂmg tam giac Pa-xcan, chimg to rang :
&) T Bk =8 &

by 1ok, T=C5.

Bdi tap
1. Viét khai trién theo céng thitc nhi thitc Niu-ton :

13
a) (a+2b) b) (a—+2)% : c)[r—l] |

X
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6
Tim hé s6 cua X trong khai tri€n ctia bi€u thie : [J’ + —] .

Biét hé s6 cua 1’2 trong khai trién ctia (1 — 3x)" 14 90. Tim n.
1 8

Tim s6 hang khéng chita x trong khai trién cta [13 + —] :
X

% B . 3 £ LE g % ~ . 7 p "
Tir khai trién bi€u thitc (3x — 4) * thanh da thitc, hdy tinh téng cdc hé s6
ctua da thire nhin duroc.

Chitng minh rang :
a) 11'° — 1 chia hét cho 100 :

b) 101" — 1 chia hét cho 10 000 :
C)JE[(I + M)mﬂ —(1- JE)ID'D] 1a moét s6 nguyén.

BAN CO BIET 2

PA-XCAN (PASCAL)

Pa-xcan |a nha toan hoc, vat i hoc va friét hoc ngudi
Phap. Pa-xcan ltc nhé la mét cau bé than déng. Cha cau
nhan thay diéu nay. Khéng mudn sém lam mét éc con,
6ng cam cau bé Pa-xcan hoc toan. Song diéu nay cang
kich thich tinh t& mo cla cau. Nam 12 tudi, mét hém cau
héi cha "Hinh hoc 1a gi ?". Cha cau giai thich so qua cho
cau hiéu. Pa-xcan rat lay lam thich thu. Cau lién buéc
theo con dudng dung la thién hudng ca minh. Khéng can
sach v&, mot minh cau tu chimg minh dudc rang téng cac
gbéc trong mét tam giac bang hai géc vuéng. S tudi 16,
Pa-xcan viét céng trinh dau tién cla minh vé cac thiét
dién cénic.

Blaise Pascal

(1623 - 1662)

Pa-xcan viét hang loat céng trinh vé cac chudi sé va cac hé sé nhj thirc. Pa-xcan da
dua ra bang cac hé sé clia su khai trién clia (¢ + b)" dudi dang mét tam giac,
ngay nay goi la "Tam giac Pa-xcan". Pa-xcan da tim ra cac hé sé nhi thic bang
phudng phap quy nap toan hoc, dé [a mét trong nhilg phat minh quan trong cla
6ng. Diéu mdéi mé & day la Pa-xcan phat hién ra rang cac hé sé nhj thirc chinh 14
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sé cac t6 hdp chap k clia n phan t&f va Pa-xcan da dung ching dé giai nhiing bai
toan cua Ii thuyét xac suat.

Mot céng hién 18n nira chia Pa-xcan la viéc khdi thao phép tinh cac dai luong vé
cung bé.

Vé mat ki thuat, ngay tif ndm 1642, lic méi 19 tudi, Pa-xcan da sang ché ra moét
may tinh dé thuc hién cac phép tinh sé hoc. Nguyén tac cia may nay da la xuat
phat diém cho viéc ché tao may tinh dién t vé sau nay.

Pé ghi nhd céng lao clia ngudi dau tién da sang ché ra may tinh, cac nha tin hoc
da d4at tén cho moét ngon nglr may tinh rat phé bién 1a ngén ngir Pa-xcan.

Vé vat li, Pa-xcan da nghién cliu ap suat cia khi quyén va cac van dé thuy tinh hoc.
Tén clia Pa-xcan da dudc dat cho mét miéng nui Ilra trén Mt Trang.

PHEP THU VA BIEN cO

PHEP THU, KHONG GIAN MAU
Phép thir

Mot trong nhirng khai niém co ban cua li thuyét xdc suit la phép thir. Mot
thi nghiém, moét phép do hay moét s quan sat hién twong nao do, ... duogce
hiéu 1a phép thit.

Chang han. gieo mot déng tién kim loai (goi tat 1a déng tién), rit mot quan
bai tir ¢6 bai td lo kho (c6 bai 52 14) hay ban moét vién dan vao bia, ... 1a
nhitng vi du vé phép thir.

Khi gieo moét déng tién, ta khéng thé doin trude dwoc mat ghi s6 (mat
ngtra, viét tat 12 N) hay mat kia (mat sap, viét tat 1a §) s€ xuét hién (quay
[én trén). D6 14 vi du vé phép thir ngau nhién.

Moét cach téng quat :

Phép thu ngau nhién 13 phép thir mi ta khéng dodn trude
duge két qua cua nd, mac du di biét tAp hop tit ca cdc két qua
c6 thé c6 cna phép thir dé.

Dé don gian, tir nay phép thir ngidu nhién dirge goi tat 1a phép thir. Trong
Todn hoc pho6 théng, ta chi xét cdc phép thir ¢6 moét s6 hiru han két qua.
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2. Khéng gian mau

A

60

1
Hay liét ké cac két qua coé thé clia phép thir gieo

mot con suc Sac.

Vi du 1. Gieo moét déng tién (h.28).
D6 1a phép thir véi khéng gian méau
Q = {8, N}. O day, § ki hiéu cho k&t
qua "Mat sidp xuét hién" va N ki hiéu
cho két qua "Mat ngtra xuat hién".

Vi du 2. Néu phép thir 1a gieo mot

dong tien hai lan thi khéng gian mau Hai mat dong tién

g6m bén phan tir : Q= {SS, SN, NS, NN},

trong d6, chang han, SN 1a két qua "Lin d4u déng tién xuit hién mat sip,

lan thit hai déng tién xuAt hién mat ngira", ...

Vidu 3. Néu phép thir 1 gieo mot con siic sdc hai lan, thi khéong gian mau

gém 36 phan tir: Q= {G,j) | i,j=1,2,3,4,5,6},5d6 (i, ) 1a két qua

Hinh 28

Téap hop céc két qua c6 thé xay ra cia mot phép thir diroc goi 1a
khong gian mdu ctia phép thir va ki hiéu 1a Q (doc 12 6-mé-ga).

"Lan dau xuét hién mat 7 chdm, lan sau xuét hién mat j chAim" (h. 29).

Hinh 29

baitap365.com




II - BIEN CO

Vidu 4. Gieo mot dong tién hai 1an. Day 1a phép thir v6i khong gian mau
Q= [SS. SN, NS. NN}

Ta thay su kién A : "Két qua cna hai 1dn gieo 1a nhu nhau" cé thé xay ra

khi phép thir duwoc ti€n hanh. N6 xay ra khi va chi khi mot trong hai két qua

S8, NN xuit hién. Nhu vay, s kién A trong dng véi mot va chi mot tap

con {88, NN} cia khéng gian mau. Chinh vi 1& d6, ta déng nhit ching véi

nhau va vi€t A = {85, NN}. Ta goi A 12 moét bién cé.

Tuong tur, bi€n ¢6 B : "C6 it nhat moét 1an xuit hién mat ngira" duoc viét 1a
B= {SN. NS, NN}.

Newoc lai, tAp con C = {8, SN} 1a bi€n c6 cé thé phat biéu dudi dang

ménh dé : "Mat sap xudt hién trong lan gieo dau tién".

Cdc bi€n c6 A, B va ( & trén déu gan lién véi phép thir gieo mor dong tién
hai lan nén ta noi chiing lién quan dén phép thir da cho.

— M6t cach téng quat, mbi bién c6 lién quan dén mot
phép thir dwuoc mé ta boi moét tip con cua khong gian

mau (h.30). Tir dé ta ¢6 dinh nghia sau day.

N

|| Bién co 1a moét tap con cua khéng gian mau. Hinh 30 0

Nhur vay, mot bién ¢6 lién quan dén phép thir 1a mot tap hop bao gébm cédc
két qua nao dé cua phép thir.

— Can chi v rang bi€n ¢6 d6i khi duoce cho duréi dang moét ménh dé xdc dinh
tap hop nhuwr da thiy trong Vi du 4, hoac trong phép thir gieo con siic sdc, bién
c6 A : "Con stic sac xuét hién mat chan chdm" dwoc cho du6i dang ménh dé
xdc dinh tip con A = {2, 4, 6} cha khéng gian mau Q = {1, 2, ..., 6}.

Nguwai ta thudong ki hiéu cdce bi€n ¢6 bang céac chir in hoa A, B, C, ...

— Tir nay vé sau, khi néi cho cdc bién cé6 A, B, ... ma khéng néi gi thém thi

ta hi€u ching ciing lién quan dén mot phép thir.

Tap @ duwoc goi 14 bién cé khong thé (goi tat 13 bién co
khong). Con tap Q dwoc goi 1a bién cé chdc chdn.

Chang han, khi gieo mét con siic sac, bi€n ¢6 : "Con sic sac xuit hién mat
7 chAm" 1a bi€n c6 khéng, con bi€n ¢6 : "Con sic sac xudt hién mat cé sé
chim khéng vuot qud 6" 1a bi€n ¢6 chac chan.

— Ta néi rang hién c6 A xdy ra trong mot phép thir ndo dé khi va chi khi
két qua ctia phép thir d6 1a mét phan tir cua A (hay thuin loi cho A).
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III — PHEP TOAN TREN CAC BIEN CO ‘ —

62

Nh vay, bién c6 khong thé (tire 14 @) khéng bao gid xay ra, trong khi dé,
bi€n ¢6 chac chan Q luén luén xay ra.

Trong Vi du 4, n€u xuét hién k&t qua SS thi A xay ra con B khéng xay ra.
Trong khi d6, néu xuat hién két qua SN thi B xay ra con A khong xay ra.

1 1
— Gia sir A 1a bi€n ¢6 lién quan dén moét phép thir.
Tap Q \ A dwoc goi 1a bién cé déi '\ﬂ
clia bi€n c6 A, ki hieu 1a A (h.31). Hinh 31

Dowe A< @¢ A, nén A xay ra khi va chi khi A khéng xay ra.

Chang han, n€u phép thir 1a gico mdt con siic sdc thi bién c6 B : "Xuét hién
mat chan chdm" 1a bién c6 doéi clia bi€n c6 A : "Xuat hién mat 1é cham",

nghiala B = A.

— Gia str A va B 13 hai bi€n ¢6 lién quan d€n moét phép thir. Ta c¢6 dinh nghia sau :
Tap A v B duoc goi la hop cia cdc bi€én c6 A va B.
Tap A m B duoc goi 14 giae clia cac bién c6 A va B.
Néu A n B =@ thita néi A va B xung khdc.
Theo dinh nghia, A W B xay ra khi va chi khi A xay ra hoac B
xay ra ; A m B xay ra khi va chi khi A va B déng thdi xay ra.
Bién c6 A m B con duoc viét 1a A.B.
A va B xung khac khi va chi khi ching khéng khi nio cung

xay ra (h. 32).

Ta cé bang sau :

Ki hiéu Ngon ngir bién co

AcCO Alabiéncéd @
A=0 A labién c6 khong

P A la bién ¢6 chac chan <
C= A B C la bién c6 : "A hoac B" al
C=ArB (' labiénco: "AvaB" Hiili 39
ANB=0O A va B xung khac

B= A A va B d6i nhau.
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Vidu 5. Xét phép thir gieo mot dong tién hai lan véGi cde bién c6 :

A : "K€&t qua cua hai lan gieo 1a nhurr nhau" ;

B : "C6 it nhat mét 1an xuat hién mat sip" ;

C : "Lan thi hai méi xuét hién mat sap" ;

D : "Lan dau xuat hién mat sap”.
Taco :

A= {55, NN} ; B= {SN, N§,55} ;C ={NS} ;D ={SS8, SN}.

Tir dé,
CuD=1{55 SN, NS} =B;

A D= {85} la bi€n c6 "Ca hai lan déu xuit hién mat sap".
Bai tép

Gieo mo6t déng tién ba lan.
a) Mo ta khéng gian méau.
b) Xac dinh cac bién c6 :
A : "Lan dau xudt hién mat sap" ;
B : "Mat sdp xay ra diung mot lan" ;
(' : "Mat ngira xay ra it nhit mét 1an".
Gieo mot con siic sac hai 14n.
a) Mo ta khéng gian mau.
b) Phat bi€u cdc bién c6 sau dudi dang ménh dé
A= {(6, 1), (6,2), (6, 3),(6,4), (6,5),(6,6)} ;
B={(2,6),(6,2),(3,5),(5,3), (44} ;
C=4 100 1 (20263 3 3,49:05,.5); (6.16) ]
M6t hop chira bén cdi thé duoc dianh s6 1, 2, 3, 4. LAy ngau nhién hai thé.
a) Mo ta khong gian mau.
b) Xdc dinh cdc bién c6 sau :
A : "Téng céc s6 trén hai thé 14 s6 chan" ;

B : "Tich cac s6 trén hai thé 1a s6 chan" .
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Hai xa tha cung ban vao bia. Ki hiéu A; 13 bi€n c6 : "Ngudi tht £ ban
tring", k=1, 2.
a) Hiy bié€u dién cdc bi€n c6 sau qua cédc bi€n c6 A, A, :
A : "Khéng ai ban tring" ;
B : "Ca hai déu ban tring" ;
C : "Cé diing m6t ngudi ban tring"” ;
D : "Cé it nhAt mot ngudi ban tring" .
b) Chitng té rang A = D ;BviC xung khac.

Tir mot hop chira 10 cai the, trong dé cédc thé danh s6 1, 2, 3, 4, 5 mau do,
thé danh s& 6 mau xanh va cdc thé ddnh s6 7, 8, 9, 10 mau trang. Ly ngiu
nhién moét thé.

a) M6 ta khéng gian mau.

b) Ki hiéu A, B, C 1a cac bi€n c6 sau :
A : "Lay duoc thé mau do" ;
B : "LAy duwoc thé mau trang" ;
(' : "Lay duoc thé ghi s6 chan".

Hay bi€u dién cdc bién c6 A, B, C bdi cdc tap hop con twong tng cua
khoéng gian mau.

Gieo mot dong tién lién ti€p cho dén khi 14n dau tién xuAt hién mat sap
hoac ca bén lan ngtra thi dirng lai.

a) M6 ta khéng gian mau.

b) Xac dinh cdc bién c6 :

A 1 "S6 lan gieo khéng virot qua ba" ;
B : "S6 lan gieo 1a bén",

Tir mo6t hop chtra nam qua cau dwoc danh s6 1, 2, 3, 4, 5, 14y ngiu nhién
lién ti€p hai 14n moi 1an mot qua va x€p theo thit tu tir trdi sang phai.

a) Mo ta khéng gian mau.

b) X4ac dinh cdc bién c6 sau :
A : "Chir s6 sau 16n hon chir s trude” :
B : "Chir s6 trude gip doéi chir sé sau" ;
C : "Hai chir s6 bang nhau".
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XAC SUAT CUA BIEN C6

I - PINH NGHIA CcO PIEN CUA XAC SUAT

1.

Binh nghia

Mot dac trung dinh tinh quan trong cua bién c6 lién quan d€n moét phép thir
14 n6 c6 thé xay ra hoac khong xay ra khi phép thir dé6 duoc tién hanh. Mot
cAu hoi duoc dat ra 1a né c6 xay ra khéong ? Kha nang xay ra cua né la bao
nhiéu ? Nhrr vay, nay sinh moét van dé 1a can phai gan cho bi€n c6 dé mot
con s6 hop 1i dé d4anh gid kha ning xay ra ctia né. Ta goi s6 d6 1a xdc sudt
ciia bién cé.

Vi du I. Gieo ngiu nhién mot con siic sac can do6i va dong chat. Cic két
qua cé thé 13 (h.33)

[ % U s @
i ® o T
& & » & 5 &

Hinh 33

Khéng gian mau ctia phép thir nay cé sau phéan tir, dwoc moé ta nhur sau

E3— {1,334 5.6}
Do con siic sac 1a can d6i, déng chit va duoc gieo ngAu nhién nén kha
nang xudt hién titng mat ctia con sic sac 12 nhu nhau. Ta néi ching dong
khd ndng xudt hién. Vay kha nang xuit hién cia mo6i mat 1a =
Do d6, n€u A 1a bi€n c6 : "Con stic sac xuét hién mat 1é" (A = {1, 3, 5}) thi
kha nang xay ra cua A 1a

1 1 1 3

—t—4 ===
6 6 6 6

s6 nay duoc goi 12 xdc sudt ciia bién c6' A.

]

13
2
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1
ﬁﬂr mét hop chira bén qua cau ghi chir a, hai qua cau ghi chir b va hai qua cau ghi

2.

66

chir ¢ (h.34), 1ay ngau nhién moét qua. Ki hiéu :
A : "Lay duoc qua ghi chira" ;
B : "Lay duoc qua ghi chir b" ;
C : "LAy duodc qua ghi chir ¢".

Cb nhan xét gi vé kha nang xay ra clia cac bién ¢ A, Bva C ? Hay so sanh chung
vGi nhau.

QOO OO OO

Hinh 34

Mot c4ch téng quat, ta c¢6 dinh nghia sau day.

DINH NGHIA

Gia sir A 1a bién c6 lién quan dé€n mot phép thir chi ¢ moét s6

o + " d e - - - L] - A
hiru han két qua déng kha nang xuat hién. Ta goi t1 s6 ”EQ;
n
12 xdc sudt cua bién cé A, ki hiéu 12 P(A).
1(A
O
n(<2)

CHU Y
n(A) 1a s6 phan tir cia A hay ciing la s6 cdc két qua thuin loi cho
bién ¢6 A, con n(Q) 1a s6 cdc két qua c6 thé xay ra cua phép thir.

Vi du

Vidu 2. Gieo ngiu nhién moét déng tién cin d6i va déng chat hai 1an. Tinh
xdc suit cua cac bi€n c6 sau :

a) A : "Mat sdp xuat hién hai lan" ;
b) B : "Mat sap xudt hién ding moét 1an" ;

c) C : "Mat sap xuét hién it nhat mot 1an".
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Giai (h.35). Khéng gian miu Q = {SS, SN, NS, NN}
gom bén két qua. Vi déng tién can déi, déng chat va *SS§ SN
viéc gieo 13 ngiu nhién nén cdc két qua déng kha nang
xuét hién, Ta cé *NS NN
a) A= {588}, n(A)=1, n(Q2) = 4, theo dinh nghia ta c6
£
A 1
P(A) = mA) = —. Hinh 35
n(Q) 4

b) B ={SN, NS}, n(B)= 2 nén

P(B) = n(B) _ gzl
nQ) 4 2

c) C= {588, SN, NS}, n(C) =3 nén

pioy= MO _ 3
n(<) 4

Vi du 3. Gieo ngau nhién mot con sic sac can déi va dong chit. Tinh xic
suit cua cdc bién c6 sau :

A : "Mat chan xut hién" ;

B : "Xuét hién mat c¢6 s6 cham chia hét cho 3" ;

(' : "XuAt hién mat c6 s6 chdm khoéng bé hon 3".

° L * @ s e . ®
o ™ & e @
® ® T . e e @

Hinh 36

Giai. Khoéng gian miu c6 dang : Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, g6m sdu két qua
doéng kha nang xuit hién (h.36). Ro rang

A= $2.4. 6} n(A) = 3,
B= {3,060}, n(B) =2,
C= {3; 4.9,6}; n(C)=4.
Tir do, theo dinh nghia ta c6
- 48834
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PB)= D2 =2 =,
n<) 6 3

4 vor ML L W O B
n<) 6 3

Vi du 4. Gieo ngau nhién mot con sic sac cin do6i va dong chat hai 14n. Tinh
xdc sudt cia cic bi€n c6 sau :

A : "S6 chiam trong hai 14n gieo bang nhau" ;
B : "Téng s6 chAim bang 8".

Gidi. Nhr di biet (xem Vidu 3, §4), Q= {(G, ) | | <i,j <6}, gébm 36 két
qua déng kha nang xuit hién. Ta c6 bang (xem thém Hinh 29) :

\j123456
2

A={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}, n(A) =6, n(Q) = 36. Tir do,

theo dinh nghia ta c6

by A 6 1
n(Q) 36 6
Tuwong tw, B= {(2, 6), (6, 2), (3, 5), (5, 3), (4, 4)}, n(B) = 5, n(Q) = 36 nén
Ey= B 5
nQ) 36

II — TINH CHAT CUA XAC SUAT
1. Dinh i

Gia sir A va B la cdc bi€n c6 lién quan dé€n mét phép thir c6 mét sé6 hitu han
két qua dong kha nang xuat hién. Khi dé, ta ¢6 dinh 1i sau day.
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DINH LI

(a) P(&)=0,P(Q)=1. A
b) 0 <P(A) £ 1, vé1 moi bi€n c6 A.
c) Néu A va B xung khac, thi

\ P(A U B) = P(A) + P(B) (c¢ong thitc céng xdc sudt). y.

2
ﬁcmng minh cac tinh chat a), b) va c).

HE QUA

Véi moi bi€n c6 A, tacd

P(A)=1 - P(A).

Chitng minh. Vi A U A=QviAN A = O nén theo cong thirc cdng xac

suit ta co

1 = P(Q) = P(A) + P(I) .
Tir d6 ta ¢6 diéu phai chitng minh. ™

2. Vidu

Vi du 5. Tir moét hép chira ba qua ciu — —
trang, hai qua cidu den (h.37), ldy ngiu

nhién déng thoi hai qua. Hay tinh xéc O O O . .

suét sao cho hai qua dé :

a) Khac mau ; b) Cung mau. Hinh 37

Gidi. Mé6i 1an 1ay déng thoi hai qua cAu cho ta moét t6 hop chap hai cna
nam phén ttr. Do d6, khéng gian mau gém cédc t6 hop chap hai ctia nam

phan tir va n(Q) = Ci = 1.0

Vi viéc 1dy qua cdu 1a ngiu nhién nén cdc két qua dé déng kha nang.

Ki hiéu A : "Hai qua khdc mau", B : "Hai qua cung mau".
Vi chi cé hai mau den hodc trang nén ta thiy ngay B = A .
a) Theo quy tac nhin, n(A)=3 .2 =06.
69
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Do dé

P(A) = n(A) _ 6 :E.
n(Q2) 10 5

b) ViB= A nén theo hé qua ta c6

mmzpﬁyq—mmzé.-

Vi du 6. M6t hop chira 20 qua cau dianh sé tir 1 d€n 20. L4y ngau nhién
mot qua. Tinh x4c suit ciia cdc bi€én c6 sau :

a) A : "Nhan dwoc qua ciu ghi s6 chan" ;

b) B : "Nhéin duoc qua cau ghi s6 chia hét cho 3 ;

c) AN B ;

d) C : "Nhan dwoc qua cau ghi s6 khong chia hét cho 6",

Giai. Khéng gian mau duge mé ta la Q = {1, 2, ..., 20} gom 20 két qua
déng kha nang, n(Q) = 20.

a)A=1{2,4,6,8,10,12, 14, 16, 18, 20}, n(A) = 10 nén

peay= M _ 10 1
n(Q) 20 2
b)B={3,6,9, 12, 15, 18}, n(B) = 6.
Tir d6
ppy- "B _ 6 _ 3
n(Q) 20 10

c) ViAnNnB={6,12, 18}, n(A nB)=3 nén

n(A M B) _ 3

P(A N B) = .
n(Q) 20

d)ViAnB={6,12,18},nén A m B la bi€n c6 : "Nhin duoc qua cau ghi
s6 chia hét cho 6". Do d6, € la bién c6 d61 cha bién ¢cd6 A N B, ta ¢é

C=ANBva

3 17
P(C)=1-PANB)=1-—=—. 1
(€) ( ) T
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III — CAC BIEN CO bOC LAP, CONG THUC NHAN XAC SUAT

Vi du 7. Ban thit nhat ¢6 mét déng tién, ban thit hai ¢é con siic sac (déu
cian d6i, déng chit). Xét phép thir "Ban thir nhit gieo déng tién, sau dé ban
thit hai gieo con stic sac" (h.38a).

a) Mo ta khéng gian mau cioa phép thir nay.
b) Tinh xac suit cua cac bién cé sau ;

A : "Déng tién xuét hién mat sap" ;

B : "Con sic sac xuat hién mat 6 cham" ;

C : "Con stic sac xuét hién mat 1&".

c) Ching t6 P(A.B) = P(A).P(B) ; P(A.C) = P(A).P(C). 1 S1
Giai / oY)
a) Khong gian mau cua phép thir cé dang ; 3 3
Q= {81, 82, 83, 54, 85, $6, N1, N2, N3, N4, N5, N6}. /S Bg
; : 5 AR : 4 $A
Theo gia thi€t, QQ gobm 12 két qua déng kha nang \ 5 g5
xuit hién (h.38b).
6 S6
1 NI
% 2 N2
N
? 4 N4
a) b) \ 5 N5
Hinh 38 6 N6
b) Ta thdy A= {81, 82, 83,54,585,86}, n(A)=6;
B = {56, N6}, n(B) =2 ;
C = {N1, N3, N5, §1, 83, 55}, n(C) = 6.
Tir d6 gt 8 L,
n(QQ)y 12 2
P(B) = nB) _ 2 :l;
n(QQ) 12 6
P29 8. L
n(Q) 12 2
71
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¢) R6 ring A.B = {56} va P(A.B) = 4B _ 1

n( <) 12
Ta cé
P(A.B) = & ll = P(A)P(B).
12 26
Twong tu, AC = {S1, 3, 85} ;
pacy=240 3 1 _11_ papc) m
n(<) 12 4 22

Trong Vi du 7, ta nhan thidy x4c suat xuit hién moéi mat cia con stic sac 1a

1
5’
khéng phu thudce vao viée dong tién xuét hién mat "sap" hoac "ngtra”.

Né&u su xay ra cua moét bién c6é khéng anh huwdong dén xdc sudt xay ra cua
mot bi€n ¢6 khac thi ta néi hai bién c¢6 dé déc lap. Nhu vay, trong Vi du 7,
cac bi€n c6 A va B doc lap va ciing vay, A va C doc lap.

Téng quat, déi vai hai bién c¢6 bat ki ta ¢6 méi quan hé sau :

A va B 13 hai bi€n c6 doc 1ap khi va chi khi
P(A.B) = P(A).P(B).

BAI POC THEM

MO RONG QUY TAC CONG VA
CONG THUC CONG XAC SUAT

Quy tac céng con duge mé réng déi vai cac tap hop hitu han, cé giao khac réng.
Cé thé ching minh dudc rang, véi hai tap hop hifu han A va B batki, ta co
n(A v B) =n(A) + n(B) - n(A n B) (quy tac bao ham va loai triy).

Vi dy 1. Mot t6 musi ngudi sé dudc chai hai mén thé thao |a cau Iéng va bdng
ban. C6 nAm ban dang ki choi cau |éng, bén ban dang ki choi bong ban, trong dé
c6 hai ban dang ki chaoi ca hai mén. Héi cé bao nhiéu ban d3ng ki chdi thé thao ?
Bao nhiéu ban khéng dang ki chai thé thao ?
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Gidi. Ki hiéu X la tap hop cac hoc sinh trong 3 ; A la
tap hdp cac hoc sinh d#ng ki choi cau léng, B la tap
hop cac hoc sinh d4ng ki chai béng ban (h.39), thé thi
nX)= 10, n(A)=35,nB)=4, n(A nB)= 2. Nhu vay :

A U B |a tap hop cac ban dang ki chai thé thao. Vi
(A ~ B) = 2 nén sé ban dang ki chdi thé thao |a Y

nHAUB)=n(A)+nB)—n(AnB) =5+4-2=17 (ban).
Tu d6, sé ban khéng dang ki choi mén thé thao nao la Hinh 39
nX)y-n(AuB)=10-7=3(ban). &

Nhd& quy tac céng mé réng, ta c6 céng thirc cong xac sudt mé réong sau day.

V@i hai bién cé A va B bat ki cung lién quan dén mét phép tht,
ta co

P(A U B) = P(4) + P(B) - P(A.B).
Vi dy 2. Gieo ngau nhién mét con suc sac can déi déng chat hai 1an. Tinh xac
suat clia cac bién co6 sau :
A :"Lan thir nhat xuat hién mat 6 cham" ;
B : "Lan thir hai xuat hién mat 6 chdm" ;
C : "It nhat mot 1an xuat hién mat 6 cham" ;
D : "Khéng lan nao xuat hién mat 6 cham".
Gidi. Tacd Q= {(i,j) |1 <i,j<6}, trong d6 ila s6 chadm xuat hién trong lan gieo
thir nhat, j1a s6 cham xuat hién trong lan gieo thir hai, n(Q) = 36. Nhu vay
A=1{6,/)| 1<j<6},nA)=6:
B={(G,6)| 1<i<6},nB)=6:
C=AUB,D=C.A~B=1{(6,6)),n(A~B)=1.
T d6, theo dinh nghia ta cé

P(A):”(A): 6 _l, P(B)= H(B): 6 _l=

n(Q) 36 6 n(€)y 36 6
P(A.B)zn(AﬁB)z 1 |
n(<) 36

Theo nhan xét ta cé

[ 1 1 11
P(C)=P(AUB)=PA)+PB)-PA.B)= —+——-— = —.
st darshiar Sl ER.B0nr o =—ge ™ o2

Theo hé qua ta cé

= 11 25
PD)=PC)=1-PC)=1-—=—. 1
(D)= P(C) (C) —t i
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4

Bdii tap

Gieo ngau nhién moét con siic sac can déi va dong chat hai lan.
a) Hiy mé ta khéong gian mau.

b) Xac dinh cidc bién c6 sau :

A : "Téng s6 chdm xu4t hién trong hai 1an gieo khéng bé hon 10" ;
B : "Mait 5 chdm xuAt hién it nhat mot lan”.

c) Tinh P(A), P(B).

C6 bon tAm bia duoc danh s6 tir 1 dén 4. Rit ngau nhién ba tAm.
a) Haiy mo ta khéng gian mau.

b) Xac dinh cidc bién c6 sau :

A : "Téng céc s6 trén ba tdm bia bang 8" ;

B : "Cac s6 trén ba tAm bia 14 ba s6 tur nhién lién ti€p".

c) Tinh P(A), P(B).

M6t nguoi chon ngau nhién hai chi€c giay tir bén déi giay cd khac nhau.
Tinh x4c suat dé hai chi€c chon dirgce tao thanh mot déi.

Gieo mot con siic sac cin d6i va déng chit. Gia sir con stic sac xu4t hién
mat b chim. Xét phurong trinh x>+ bx + 2= 0. Tinh x4c suat sao cho :

a) Phuong trinh c6é nghiém ;

b) Phuong trinh vé nghiém ;

c) Phuong trinh c6 nghiém nguyén.

Tir 6 bai ti 1o kho 52 con, rit ngidu nhién cing mot lic bén con. Tinh xdc
suit sao cho :

a) Ca b6én con déu 13 it :
b) Duoc it nhit mo6t con at ;
c) Puoc hai con at va hai con K.

Hai ban nam va hai ban nir duoc xép ngdi ngiu nhién vio bén ghé xép
thanh hai diy doéi dién nhau. Tinh x4dc suét sao cho :

a) Nam, nit ngoi déi dién nhau ;

b) Nir ngoéi doi dién nhau.
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C6 hai hop chita cdc qua ciu. Hop thit nhat chita 6 qua trang, 4 qua den.
Hop thit hai chita 4 qua trang, 6 qua den. Tir m6i hop 14y ngiu nhién mot
qua. Ki hiéu :

A 13 bién ¢6 : "Qua lay tir hop thit nhat trang” ;

B 14 bi€n c6 : "Qua 14y tir hop thit hai trang”.

a) Xét xem A va B c6 doéc lap khoéng.

b) Tinh x4c suét sao cho hai qua ciu 14y ra cing mau.

c) Tinh x4c suét sao cho hai qua ciu lay ra khdc mau.

~ P

BALI BQQC THE

PINH NGHTA THONG KE CUA XAC SUAT

Mét déng tién can déi va déng chat dudc gieo n lan. Ki hiéu » la sé lan xuéat

hién mat sap S trong # 1an gieo dé.
a5 g 'hl‘ : - A At ~F " g ~ .
Ta goi tl sé f”(S) — 2 |a tan suat xuat hién mat sap trong n lan gieo.
H

Bang thuc nghiém ta thay, tan suat thay ddi khi ta thuc hién loat 1 1an gieo khac ciing
nhu khi tAng s& 1an gieo.

Tuy nhién véi n kha 18n, tan suat nay co tinh én dinh, nghia |a né dao déng xung

quanh sé % va khi n tAng, tan suét ngay cang gan sé %

Ta cé thé hinh dung diéu d6 qua bang cac k&t qua gieo dong tién cla cac nha
toan hoc Buyp-phéng (Buffont) va Piéc-son (Pearson) sau day.

Ngudi gieo S6 1an gieo S 1an xuat hién mat S Tan suéat
Buyp-phoéng 4040 2048 0,5069
Piéc-son 12000 6019 0.5016
Piéc-son 24000 12012 0,5005

Sé % ma tan suét f, (S) dao déng quanh né dudc goi la xac suét clia bién cé S

theo quan diém théng ké.
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Mbt cach téng quat :

Ki hiéu n, 1a sé lan xuat hién bién c6 A trong mot day » phép thir

n .
dudc 1ap di 1ap lai (day cac phép thirlap). Ti sé — goi |a tdn suat
n

xuat hién bién co A.

n . ) g ;
Khi n tdng, . § ngay cang gan mot sé P(A) xac dinh. Ngudi ta goi
M

s P(A) d6 la xde sudt ctia bién c6 A theo quan diém thong ké.

Trong trudng hop phép thir chi cé6 moét sé hitu han két qua dong kha ning xuat
hién thi sé P(A) trong dinh nghia nay trung véi s6 P(A) trong dinh nghia cé dién
clia xac suat. Do d6, dinh nghia théng ké clia xac suéat 1a mét su mé réng thuc su
cla dinh nghia cé dién cla xac suat.

Nha toan hoc Thuy St J.Béc-nu-li (Jacob Bernoulli) 1a ngudi dau tién phat hién ra

l on
tinh 8n dinh théng ké clia day tan suat — .
n

Poat-xéng (Poisson) la ngudi dau tién goi quy luat 6n dinh clia tan suat la Juét sé'Ion.

On tap chuong i

Phit bi€u quy tac coéng, cho vi du 4p dung.
Phit biéu quy tic nhan, cho vi du 4p dung.

Phan biét sur khdc nhau giita mot chinh hop chap & ctia n phan tir v mot té
hop chép k cta n phan tir.

C6 bao nhiéu s6 chan c6 bén chir s6 diroc tao thanh tir cac chirs6 0, 1, 2, 3,
4.5, 6 sao cho :

a) Cdc chif s6 ¢6 thé giéng nhau ?
b) Céc chir s6 khac nhau ?

Xép ngau nhién ba ban nam va ba ban nit ngdi vao sau ghé ké theo hang
ngang. Tim xdc suét sao cho :

a) Nam, nit ngoi xen k& nhau ;
b) Ba ban nam ng6i canh nhau.

Tir mo6t hop chira sdu qua ciu trang va bén qua cau den, 1dy ngau nhién
déng thoi bén qua. Tinh x4c suit sao cho :

a) Bén qua lay ra cung mau ;

b) Cé it nhat mot qua mau trang.

baitap365.com



13.

14.

7. Gieo moét con siic sac ba l4n. Tinh x4c suit sao cho mat sdu chdm xuét hién
it nhat moét 1an.

8. Cho mét luc gidc déu ABCDEF . Viét cac chir cdi A, B, C, D, E, F vao siu
cdi thé. Lay ngau nhién hai thé. Tim x4c suét sao cho doan thang ma cic
dau muit 13 cdc diém duoe ghi trén hai thé dé 14 :

a) Canh cta luc giac ;
b) Duong chéo ctia luc gidc ;
¢) Pudng chéo néi hai dinh déi dién cua luc gidc.
9. Gieo doéng thoi hai con stic sac. Tinh x4dc suit sao cho :
a) Hai con stic sac déu xuAt hién mat chan ;
b) Tich cdc s6 chdAm trén hai con sic sac 1a s6 1é.
Baii tap trdc nghiém
Chon phitong dn diing :

10. LAy hai con bai tir ¢6 bai td lo kho 52 con. S6 cich 14y 14 :

(A) 104 ; (B) 1326 ; (C) 450 ; (D) 2652.

11. Nam ngudi duoe x€p vao ngbi quanh mot ban tron véi nam ghé. S6 cidch
x€p 1a :

(A) 50 ; (B) 100 ; (C) 120 ; (D) 24.

12. Gieo mo6t con stic sac hai 14n. Xdc suat dé it nhit mot lAn xuat hién mat siu
cham 14 :

12 i 6 8
(A) 36 (B) 36 (&) 36 (D) %

Tir mot hop chira ba qua ciu trang va hai qua ciu den 14y ngiu nhién hai
qua. X4c suit dé 14y duoc ca hai qua trang 13 :

9 12 10 6

A) — B) —: C) —: D) —.

()30 ()30 ()30 ()30

Gieo ba con stic sac. X4c suat dé s6 chAm xuat hién trén ba con nhit nhau I3 :
12 1 6 3

B e § B) — ; C) — ; By

(&) 216 ) 216 (& 216 ) 216
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. - " L A i o 3 A 3 e # At - ' i A
Gieo mo6t dong tién can doéi va dong chat bén lan. Xac suit dé ca bon lan
xuét hién mat sip la :

A L ;& @) 2

1 6
2 — D o
16 16 ()

(E , .
) 16 16

BAN CO BIET ?

BEC-NU-LI

Béc-nu-li (Jacob Bemoulli) sinh ngay 27 thang 2 ndm
1654 & Ba-xlg (Basle) Thuy Si. Ong la ngudi nghién
cliu Toan dau tién trong dong ho Béc-nu-li ¢ nhiéu
nha toan hoc. Cha 6ng, Ni-co-la Béc-nu-li (1623 — 1708)
muén éng trd thanh muc su. Mac du phai hoc
Than hoc, 6ng van say mé nghién cliiu Toan hoc.
M6t s6 céng trinh quan trong nhat clla 6ng dudc
céng bé trong cuén sach Nghé thuat phong dodn
nam 1713, bao gém cac linh vuc clia dai s6 t6 hop :
hoan vi, t6 hdp, cac sé Béc-nu-li va Ii thuyét xac
suat. Pac biét, luat sé I6n déi vdi day phép thir Béc-nu-li dudc céng bé trong
cubn sach dé. Cuén sach cha éng dudc coi la suw mé dau cla |i thuyét xac suat.
Béc-nu-li bat dau giang Triét hoc tu nhién, Co hoc & trudng Pai hoc Téng hop
Ba-xlo n&m 1682 va trd thanh Gido su toan nam 1687. Ong ti€p tuc lam viéc & dé
cho dén khi méat (ngay 10 thang 8 nadm 1705).

Bernoulli

(1654 — 1703)
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OAY sO . CAP 50 CONG vA CAP sO NHAT

Chuong

DAY sd . cAP sO cOnG
VA CAP 50 NHAN

nFs ]

Phén déu cla chvong gidi thiéu Phuong phdp quy nap todn hoe, mgt phuong phép
ching minh nhiéu khang dinh todn hoe, li8n quan dén tap s6 tir nhidn. Day 1A mét
phugng phap chimg minh quan trong va hiu higu trong Todn hqc.

Phén tip theo 14 c4c khéi niém co ban vé ddy sd (hilu han va v8 han), sé duoc g4p
nhiéu trong cdc chuong clia Gidi tich.

C4p s6 cfing va cip 56 nhén la hai déy s dac biét va cd nhiéu ing dyng, duge trinh
bay hé thdng va chi tiét & cudi chuong.
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PHUONG PHAP QUY NAP TOAN HOC

I - PHUONG PHAP QUY NAP TOAN HOC

al

Xét hai ménh dé chira bién P(n): "3" <n + 100" va Q@) :"2" >n"véin eN".
a)V6in=1,2,3,4,5 thi P(n), O(n) dung hay sai ?
b) V&i moi n € N~ thi P(n), O(n) dung hay sai ?

Dé chitng minh nhitng ménh dé lién quan dén s tw nhiénn € N
la ding v6i moi n ma khéng thé thir truc ti€p duoc thi cé thé
lam nhu sau :

Burée 1. Kiém tra rang ménh dé diing véin = 1.

Buoe 2. Gia thiét ménh dé ding véi mot s6 tu nhién batkin=4k = 1
(goi 1a gia thi€t quy nap), ching minh rang né ciing ding vdi
n=k+ 1.

D6 12 phuong phdp quy nap todn hoc, hay con goi tat 1a
phwong phap quy nap.

Mot cach don gian, ta c6 thé hinh dung nhu sau : Ménh dé da ding khin =1
nén theo két qua & budce 2, noé ciing diing véin =1+ 1 = 2. Vi né dung véi
n = 2 nén lai theo két qua & bude 2, né ding véi n=2+ 1 =3, ... Bang cdch

- » 3 ¥ e = 1, & " o H a i #
dy, ta c6 thé khang dinh rang ménh dé diing v6i moi s6 tunhiénn € N .

II - VI DU AP DUNG

Vidu 1. Chitng minh rang véin € N thi
1+3+5+..+@2n-1)=n", (1)
Giai
Buoc 1. Khin =1, v€ trai chi ¢6 mot s6 hang bang 1, v&€ phai bang 1%
Vay hé thie (1) ding.
30
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Buéce 2. Pat v€ trdi bang S,,.
Gia str dang thitc diing véin = k = 1, nghia 1a
S =1+3+5+ ..+ (2k—1) =k (gia thiét quy nap).
Ta phai chitng minh rang (1) ciing ding véin =k + 1, tiic 13
Sppi =143+ 54 4 2k =1+ 20+ 1) —~1]=(k-+ 1)2.
Thét vay, tir gia thi€t quy nap ta c6
Sy =Sp+ 20k + 1) = 1]=k"+2k+ 1= (k+ 1)°.
Viay hé thitc (1) ding véi moin € N .m

2
Ching minh ring véin € N' thi

l+2+3+...+n= ”(”; l).

Vidu 2. Chirng minh rang véin € N" thi n> — n chia hét cho 3.
Gidi. DatA,=n" - n.
Buée 1. Véin=1,tac6A;=0:3.
Buoc 2. Giastrvéin =k =1 ta cé
A= (K = k) ! 3 (gia thiét quy nap).

Ta phai chirng minh A, : 3.
That vy, ta co
Appy =+ 1 —k+ D=k +3k°+3k+1— k- 1
= (kK> - k) + 34> + k)
= A+ 30" + k),

Theo gia thi€t quy nap A, : 3, hon nira, 3(k* + k) : 3 nén Ay, 830

a 3 ; e S 3 *
Vay A, =n —nchiahétcho3véimoin e N . =

baitap365.com
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CHU Y
Néu phai chirng minh ménh dé 13 ding v6i moi s6 tir nhién n = p
(p 12 mét s6 tur nhién) thi

?

e O burée 1, ta phai ki€ém tra ménh dé diing véi n = p ;

e O budc 2, ta gia thi€t ménh dé ding véi s6 tu nhién bt kin =k > p

va phai chirng minh rang né cung ding véin =k + 1.

3
Cho haisé 3" va8ivéine N .

a) Sosanh 3" véi8n khin=1,2,3,4,5.
b) Du doan két qua téng quat va chiing minh bang phucng phap quy nap.

Bdii tép

- - e R * r ra b -
Chitng minh rang véin € N | ta c6 cac dang thirc :

a)2+5+8+...+3n—1:—”(3”2+1);
.i'.i'_
b)l+l+l+...+ L 1;
2, 4 3 211 2:1

0)12+22+32+...+n2= n(n+1)6(2n+1).

- - e L * -
Chirng minh rang véin € N ,taco:
3 2 . I
a)n +3n" +5n chia hét cho 3 :

b)4" + 151 -1  chia hét cho 9 :

3 . "
c)n +11n chia hét cho 6.
Chtrng minh rang véi moi s6 tw nhién n = 2, ta ¢ cdc bat dang thic :

a)3">3n+1: b) 2" s o043,
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+ + ...+ ———vVOoiln e N$.
R 2.3 n(n+1)

Cho téng 8, =

El) Tillh S] 4 S-z.. 53.

b) Du dodn céng thitc tinh téng 8, va ching minh bang quy nap.

n(n — 3)

Chitng minh rang sé dudng chéo ciia moét da gidc 16i n canh 1a

Fd _,.\""

BAN CO BIET ?

SUY LUAN QUY NAP

Ngudi ta thudng phan biét hai hinh thirc suy luan, d6 1a suy dién va quy nap.
Suy dién hay con goi |a phép suy dién |a di tir cai chung dén cai
riéng, tu tdng quat dén cu thé.

Chang han, ti dinh Ii "Moi s6 tu nhién cé chif sé tan clung |a 0 hodc 5 déu chia
hét cho 5", ta suy ra 135 va 170 chia hét cho 5. Trong suy dién, néu ménh dé
tdng quat la dung thi két luan cé dudc bao gid cling dung.

Con quy nap hay con goi la phép quy nap lai di tir cai riéeng dén
cai chung, tif cu thé dén téng quat.

Vi dy : So sanh cac s6 A(n) = 10" véi B(n) = 2004 + n, trong d6 n € N . Béng
phép thirvéin = 1,2, 3,4tacd : A(1) <B(1) ; AQ2) < BQ2) : A(3) < B(3) ; A(4) < B(4).
Tur day, ta két luan

10" < 2004 + n véi moi n < 4" (1)
R6 rang két luan nay dung.

Tuy nhién, cling tir két qua cha phép thlr trén, néu véi két luan :

10" <2004 +n véimoine N (2)
thi lai sai lam vi v8in = 5 ta c6 :

10*> 2004 + 5 (twong tu, véin = 6, 7.8, ...).

Pén day, néu két luan tiép :

"10""! > 2004 + n véi moi n = 5", (3)
sau d6é véi phép thl, cho du cé nhan dudc két qua dung véi n bang bao nhiéu
ching nira thi van khong thé coi la da chimg minh dudc ménh dé (3).

83
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Ménh dé (3) sé dudc chilng minh néu ding phuong phap quy nap
toan hoc.

Cac ménh dé (2), (3) cé dudc 1a két qua cha phép quy nap khong
hoan toan, trong dé ménh dé (2) la sai con ménh dé (3) 1a dung.

Do phép thir chi ¢é tinh du doan, nén két qua clia phép quy nap
khdéng hodn toan chi |a gid thuyét, va viéc phai lam tiép theo 13
ching minh hay bac bo.

Dudi day, ta xét thém vai vi du lich sr.

Phéc-ma (P. Fermat) nha toan hoc Phap (1601 — 1665) khi xét cac sé dang 22" 41
théy réng véin=0,1,.2,3,41hi 22 +1=3:2% +1=5:22 +1=17; 2% + 1= 257
224 +1 =65 537 déu la nhiing s6 nguyén t6. Tl d6, éng du doan rang "Moi s6 cb
dang 22 41 véine N déula nhimg sé nguyén t&".
Tuy nhién, 100 nam sau, nha toan hoc Thuy Si G-le (Euler, 1707 — 1783) lai phat
hién ra rang 225 + 1 khéng phai la sé nguyén t6 vi :

2% | 1= 4294967 297 : 641.

Ciing chinh Phéc-ma la tac gia clia gia thuyét néi tiéng ma ngudi doi sau goi la
dinh Ii cudi cung cla Phéc-ma : "Phuong trinh x" + y" = 7" khéng cé nghiém
nguyén duong véi moi sé tu nhién n > 2". NAm 1993, tirc 1a hon 350 nadm sau, gia
thuyét nay méi dudc chimg minh hoan toan.

Nha toan hoc Blc Lai-bo-nit (Leibniz 1646 — 1716) da chimg minh dudc rang vn € N
thin> —n 3:n°—=n:5n —n'7,trdé 6ng du doan vdi moi n nguyén duong

va véi moi sé 1& p thi n —n' p. Tuy nhién, chi it lau sau chinh 6ng lai phat hién ra

2 _ 2= 510 khéng chia hét cho 9.

Lich st toan hoc da dé lai nhiéu su kién tha vi xung
quanh cac giad thuyét c6é dugc bang suy luan quy nap
khéng hoan toan (ho3c bang phép tuong tu). Cé nhing
gia thuyét da bi bac bo, cé nhiéu gia thuyét da dudc
chimg minh, cé nhiing gid thuyét ma vai trdim nam sau
van khéng dudc chimng minh hay bac bd. Tuy nhién, viéc
tim cach ching minh hay bac bé nhiéu gia thuyét da cé
tac dung thuc day su phat trién cia toan hoc.

Fermat

(1601 — 1663)
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DAY SO

I - DINH NGHIA

1
ﬁcm ham sﬁ’f(n):;l, n e N°. Tinh f1), A2), f3), fd), f5).

2n
1. BPinh nghia day sé
meu 3 o : = - 4 - - %

Moéi ham s6 u xac dinh trén tap cac s6 nguyén duong N duoc

goi 12 mot ddy sé vé han (goi tat 14 diy s6). Ki hiéu :
%

u: N - R
n— un).
Neudi ta thuong viet day s6 duéi dang khai trién
Hyy, Ups Uy ooy Upyy ooy

trong d6 u, = u(n) hoac viét tat 1a (u,), va goi u; l1a sé hang dau, u, la sé
hang thit # va 12 s6 hang téng qudt ctia diy s6.

Vidul

a) DAy cédc s6 tw nhién 1é 1, 3, 5, 7, ... ¢6 s6 hang dau u; = 1, s6 hang téng

quat u, = 2n— 1.
b) Day cac s6 chinh phwong 1, 4, 9, 16, ... ¢6 s6 hang dau u; = 1, s6 hang
tong quat u, = n.

2. Dinh nghia diy sé hiru han

g E ; B L | 5 *
‘ Mo6i ham s6 u xac dinh tréntap M= {1,2,3, ...m} véime N
durgc goi la mét day sé hitu han.

85
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A

2 ¥

A

86

. = F 7 £ - % A" <
Dang khai trién cua né la uy, uy, usz, ..., u,,, trong dé u; la sé6 hang dau,

U, la so hang cuéi.

Vidu 2
a)-5,-2,1,4,7,10, 13 la diy s6 hitu han c6 u; = -5, u; = 13.
b) l,l, l,L L la ddy s6 hitu han c6 u; = l Us = L

2 4 8 16 32 2 32

CACH CHO MOT DAY SO

2
Hay néu cac phuong phap cho mét ham sé va vi du minh hoa.

D3y s8 cho bing céng thirc ctia s6 hang téng quat

Vidu 3
3!!
a) Cho day sé (u,) v6i u, =(—1)".—. (1)
n
Tir cong thite (1), ta c¢6 thé xdc dinh duoc bit ki mét s6 hang nio cna
s 53 243
day s6. Chang han, u5 = (—1)3.? = "
Néu viét diay s6 nay dudi dang khai trién, ta duoc
H
s 2 -9, E 5 (—1)”’.3—,
2 4 n

- -, n ” . - 27 \.
b) Day s6 (u,) vo1 u, = o c6 dang khai trien la
n +

1 2 3

n
P/ R TR r

Nhu vay, diy s6 (u,) hoan toan xdc dinh néu biét cong thite s6 hang téng
quét u, cua no.

3

Viét nAm sé hang dau va sé hang téng quat clia cac day sé sau

a) Day nghich d4o clia cac sé tu nhién |é ;

b) Day cac soé tu nhién chia cho 3 du 1.
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Ciing giong nhir ham s6, khéng phai moi diy s6 déu c6 cong thitc s6 hang

tong quat u,. Dudi day, ta néu thém céc cich khic dé cho mot diy s6.

2. D3y sé cho bang phuong phap mé ta

Vidu 4. S6 7 1a s6 thap phan v6 han khéng tudn hoan
= 3,141 592 653 589 ...

Néu lap day so (u,) v6i u, la gia tri gan ding thi€u cia s6 1 véi sai s6 tuyét doi
10 " thi
uy=3,1;u,=3,14; u3=3,141; uy = 3,1415; ... .

D6 1a day s6 dwoc cho bang phirong phdp mé td, trong d6 chi ra cich viét
cac s6 hang lién ti€p cna day.

3. D3y s6 cho bang phuong phap truy hoi

Vidu 5. Diy Phi-b6-na-xi"” 1a diy s6 (u,) duge x4c dinh nhu sau :

{“1 =1y =1
U, = U, | +U,_» vOin =3,

nghia 14, ké tir s6 hang thit ba tr& di, méi s6 hang déu bang téng clia hai s6
hang ding ngay trude no.

Cédch cho diy s6 nhur trén dwoce goi 1a cho bang phuwong phdp truy hoi.
N6i cdch khic, cho mét diy s6 bang phwong phap truy héi, tire 14
a) Cho s6 hang dau (hay vai s6 hang dau).

b) Cho hé thitc truy héi, titc 1a hé thite biéu thi s6 hang thit n qua s6 hang
(hay vai s6 hang) dimg trude nd.

4
ﬁ\/ié’t mudi s6 hang dau clia day Phi-bé-na-xi.

(*) Phi-b6-na-xi (Fibonacci, 1170 — 1250) — Thuong gia, nha toan hoc I-ta-li-a.
87

baitap365.com



Il - BIEU DIEN HINH HOC CUA DAY SO

- - . - i * A # - . - - 5 =
Vi diy s6 13 mot him s6 trén N nén ta cé thé bi€u dién diy s6 bang dé
thi. Khi dé trong mat phang toa d6, diy s6 duwoc bi€u dién bang cdc diém

co toa do (n; u,).

) . n+1 ., . ..
Vidu 6. Day s6 (u,) v61 u,, = = c6 biéu dién hinh hoc nhu trén Hinh 40 :
n

Uy 4
Ul p===-- .
I
I
I
Hr---- -:-—-——-
H} _____ J._____:,_____.
2
: | : :
: ! : -
1 ! 1 1
I : | I
I ! I I
1 : I 1
1 ! 1 1
1 : 1 :
' - for-
0 l 2 3 4 i
Hinh 40
) 3 4 5
By, M = M =R, BT
2 3 4

Tuy nhién, ngurdi ta thuong biéu dién cdc s6 hang cia mot diy s6 trén truc

. o [t o s ;
s6. Chang han, day s6 [” ] c6 bi€u dién hinh hoc nhw trén Hinh 41.
n

, 543
4 3 2 .
| —— | e
3 U4 1y U 1y uin)
Hinh 41
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IV - DAY SO TANG, DAY SO GIAM VA DAY SO BI CHAN
5
Cho cac day s6 (u,) va (v,) vBiu, =1+ = s Vy=5n - 1.

H

a) Tinh Hyklr Vsl -

. . N . . *
b) Chimg minh u, ., <wu,vav, ., >v, ,véimoine N .

n+
1. DAy sd ting, day sé giam
DINH NGHIA 1
Day s6 (u,) duwoc goi la day so tang néu ta cé u, | > u, voi
moin € N .

Day s6 (u,) dwoc goi la ddy sé giam néu ta c6 u, | < u, voi

. =
moine N .

Vidu 7. Day s6 (u,) v6i u, = 2n — 1 1a diy s6 tang.
That vay, véi moi n € N~ xét hiéu u, { —u,. Tacod
Uy — Uy =2n+1)-1~-(2n-1)=2.

Do u, .y —u,>0nén u, .y >u,. M

Vi du 8. DAy s6 (u,) v6i u, = — I diy s6 giam.
3

4 A R . * o A - o # ? . U -
That vay, véimoin € N | vi u, > 0 nén co thé xét t1 s6 e 3 W Y

HH

uyyp n+1 n  n+l
3n+l '3h_r I

H”

n+ 1 i
< | nen —2tL

3n U,

Dé thay <1 suyra u, .y <u, H

89
baitap365.com



CHU Y
Khoéng phai moi diy s6 déu tang hoac giam. Chang han, diy
s6 (u,) v&i u, = (-3)", tic 12 ddy
-3,9,-27, 81, ...
khong ting va ciing khéng giam.

dy sd bi chin

2. D
A

Ching minh cac bat d&ng thirc

s

2
g g B +1

|
= >1. YneN".
nt+1 2 2n

DINH NGHIA 2

Day s6 (u,) duge goi la bi chdn trén néu tén tai moét s6 M

sao cho
E
u, <M,Vvne N .

Day s6 (u,) dugce goi 14 bi chdn duéi né€u tén tai mot s6 m

sao cho

%
u,>2m,vne N .

Day s6 (u,) duwoc goi la bi chdn néu nd vira bi chan trén vira bi

chan duéi, tite 1a tén tai cdc s6 m, M sao cho

=
m<u,<M,Vne N .

S

Vidu9

a) Day s6 Phi-b6-na-xi bi chan duéiviu, 21 v6imoin € N .

n i & H
bi chan vi 0 < 2 <

|
f?2—|-1 n- +1 2

b) Day s6 (u,) vOi u, =

90
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BAN CO BIET ?

Day s6 Phi-bé-na-xi thudng gap trong thién
nhién. Nhimg chiéc |a trén canh cay moc cach
nhau cac khoang (ng véi cac sé trong day sé
Phi-bé-na-xi (con goi la cac sé Phi-bé-na-xi)

3.5.8,13,21, 34,55, 89, ... (F)

S6 canh hoa trong hau hét cac béng hoa la cac
s6 trong day (F). Hoa loa kén c6 3 canh, hoa
mao ludng vang cé 5 canh, hoa phi yén cé 8
canh, hoa cuc van tho 13 canh, hoa cuc tay 21
canh, con hoa cuc thuong cé 34 hoac 55, hoic
89 canh.

HOA, LA VA DAY SO PHI-BO-NA-X]

Fibonacci

(1170 — 1250)

Trong hoa hudng duong ciing xuat hién cac sé Phi-bé-na-xi. Nhitng nu nho két
thanh hat & dau béng hoa va xép thanh hai 18p dudng xoan éc. Mét I8p cudn theo
chiéu kim déng ho, 18p dudng xoan kia cudn theo chiéu ngudc lai. Sé cac dudng
xoan &c theo chiéu kim déng hé thudng la 34 hodc 55, con sé dudng xoan theo

chiéu ngudc lai thudng la 55 hoic 89, ...

Ngoai nhimng diéu thu vi trén, moét sé van dé cda kién tric, hoéi hoa, &m nhac, ...

cling lién quan dén cac s6 Phi-bé-na-xi.
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Bdii tap

Viét nam s6 hang diu clia cic diy s6 c6 s6 hang tong quét u,, cho bdi cong thifc :

no_
n ; b) uﬁ,=2 ] ;
ok i ok 4.4

a) u, =

n
n
c)uﬁ—[l—i—n] : d)uﬁ—m.
Cho day s6 (u,), bi€t :
uy=-1, wu, =u,+3véinzl.
a) Viét nam s6 hang diu cta day sé.
b) Chitng minh bang phwong phdp quy nap : u, = 3n — 4.

Day s6 (u,,) cho boi :

— 2. _ 2
Uy =33 U, = 1/1+H” ,n=1.

a) Vi€t nam s6 hang dau cua day sé6.

b) Du dodn cong thitc s6 hang téng quat u, va chitng minh cong thic dé
bang phwong phip quy nap.

Xét tinh tang, giam cua cac day s6 (u,), bi€t :

| n—1

a) U, = —— 2; b) u, = ;
) n ) ¥ n+ 1
I i 2n+1

= 1Y (@0 ) d)u, = .
c)u,=(-1) ( ) ) U, -

Trong cac day so6 (u,) sau, diy s6 nao bi chan dudi, bi chan trén va bi chan ?

a)un:2n2—1; b) u”:ﬁ;
n(n +
c) u, = 21 ; d) u, =sinn+cosn.
2n- =1
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CAP sO CONG

I - PINH NGHIA

1
%Bié’t bén s6 hang dau cla métday séla—-1,3,7, 11.
Tur d6 hay chi ra mot quy luat roi viét ti€p ndm sé hang clha day theo quy luat dé.

DINH NGHIA
Cdp s6 cong 13 mot diy s6 (hitu han hoac v6 han), trong dé ké

tir s6 hang thit hai, méi s6 hang déu bang s6 hang dirng ngay
trirée né cong véi mot sé khong doi d.

S6 d duoc goi la cong sai ciua cip s6 cong.

Néu (u,) 1a cip s6 cong véi céng sai d, ta c6 coéng thire truy hoi

g =
Uy 1 = U, +d voine N . (1)

Pac biét khi d = 0 thi cdp s6 cong 1a mot ddy sé khong doi (tit ca cac s6
hang déu bang nhau).

Vidu 1. Chitng minh diy s6 hitu han sau 1a mét cdp s6 cong :
1,-3,-7,-11,-15.
Gidi. Vi-3=1+(-4); —-1l==T+(—4);
—T=-3+(=4); -15==11 +(-4)

nén theo dinh nghia, diay s6 1, -3, =7, =11, —15 1a mo6t cdp s6 coOng vai
cong said=—-4. |

2
Cho (u1,,) la mét cap s6 cong cb sau sé hang véi 1y = — % d = 3. Viét dang khai trién
clia no.
93
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IT - SO HANG TONG QUAT

94

R

3
Mai va Hung choi tro xép cac que diém thanh hinh thap trén mét san. Cach xép
duoc thé hién trén Hinh 42.

e¢—
e & i o W
ﬁ T * L T T £ {1 il 2 ¥ T
I tang 2 tang 3 tang

Hinh 42

Hoi : Néu thap cé 100 tang thi can bao nhiéu que diém dé x&p tang dé cla thap ?

DINH LI 1

Né&u cap so6 cong (u,) c6 s6 hang dau u; va coéng sai d thi so6

hang téng quét u, duge xdc dinh bdi cong thifc :

_ u, = +(n—1)d véin =2, (2) 3

Chirng minh. Ta s&€ chimg minh céng thire (2) bang quy nap.
Khi n =2 thi uy = uy + d, vay cong thire (2) dung.
Gia sir cong thire (2) ding véin=4k =2, tiec 1a up = uy + (k- 1)d.

Ta phai chitng minh rang (2) cing ding véi n=k + 1, titce 1a upyy = uy + kd.
Thét vay, theo dinh nghia cidp s6 céng va gia thi€t quy nap ta c6
Uy =up+d=luy+k-1)d]+d=u + kd.

Vayu,=uy+(n—-1)dvéinz2. o

Vidu 2. Cho cap s6 cong (u,), bi€t ; = -5,d = 3.

a) Tim uy5.
b) S6 100 1a s6 hang thit bao nhiéu ?
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c) Bi€u dién cédc s6 hang uy, uy, u3, uy, us trén truc s6. Nhan xét vi tri clia

méi di€m u,, uz, Uy so véi hai diém lién ké.

Giai. Cip s6 cong cb uy =-5,d=3.

a) Theo cong thirc (2) tacé uy5=-5+(15-1) .3 =37.

b) Theo cong thirc (2) tacé u, = -5+ (n-1) .3. Viu, = 100 nén
-5+(n—-1).3=100, tir d6 n = 36.

c) Nam s6 hang ctia cdp s6 cong 12 -5, -2, 1, 4, 7 dwoc biéu dién bdi céc

di€ém uy, uy, uz, uy, us twong tng trén Hinh 43.

ﬂl Hz H'3 ﬂ4 ﬂ's
i i i i i | i i i i i i I r ol
-5 -2 0 1 4 7
Hinh 43
I ) o H4

Diém u3 12 trung diém cta doan u,uy, hay us =

2
Ta ciing c6 két qua twong tw doéi voi uy va uy. M
Pay 1a mét tinh chat dac trirng cia cip sé céng ma ta sé xét dudi day.

IIT - TINH CHAT CAC SO HANG CUA CAP SO CONG

DINH LI 2

/'Trong mot cidp s6 cong, mdi s6 hang (trir s6 hang dau vﬁ\
cudi) déu 13 trung binh céng cna hai s6 hang ditng ké véi
noé, nghia 1a

g, =] ;”“1 v 55 (3)
\__ V4

Chirng minh. Gia str (u,,) la cap s6 cong vdi cong sai d. Str dung cong thie (1)

I/

vOi k=2, tacOu, y=u,—d; g = up+d.

Up—1 T U+] o

Suy ra uy _y + gy = 2uy, hay uy = >

05
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IV - TONG n SO HANG PAU CUA MOT CAP SO CONG

% 4
Céap s6 cdng gébm tdm sé hang -1, 3, 7, 11, 15, 19, 23, 27 dudc viét vao bang sau :

96

—1 3 7 11 15 19 23 27

a) Hay chép lai bang trén va viét cac sé hang clia cap sé dé vao dong thir hai
theo th(r tu ngudc lai. Néu nhan xét vé t8ng clia cac s6 hang & méi cot.

b) Tinh téng cac sé hang clia cdp s6 cong.

Ta cong nhéan dinh 1i sau day.

DINH LI 3
4 Cho cép s6 cong (u,). Dat S, = uy + uy + u3 + ...+ u,. )
Khi doé
n(uy +u, )

g, = 12 Xy (4)
\. s
CHUY
Viu, = uy+ (n- 1)d nén cong thirc (4) cé thé viét

n(n — 1
S, = niy + ¥d. (4"

Vidu 3. Cho day s6 (u,) véiu, = 3n - 1.

a) Chirng minh day (u,,) la cdp s6 cong. Tim u, va d.

b) Tinh téng ctia 50 s& hang dau.

c) Biét §,, = 260, tim n.

Gidi

a) Viu,=3n—-1nénu; = 2.

Véinz=1,xéthiéuu, ¢ —u,=3(n+1)-1-(3n-1)=3,suyra

U,y = u,+3. Vay (u,) 1a cdp s6 céng véi cong sai d = 3.
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b) Viu; =2, d= 3, n =50 nén theo cong thirc (4') ta c6
50.49
Ssp= 3024 T.B =IBTTH;
c) Viug=2,d=3,8, =260 nén theo cong thirc (4') ta co

§ = wig 5 =1

f

3 =260 hay 3n° + n— 520 = 0.

.. ~ ..‘ = A #o * -
Giai phuong trinh bac hai trén véi n € N | ta tim duoc n=13. ®
Bdi tap
Trong cidc diy s6 (u,) sau day, diy s6 nao la cidp s6 céng ? Tinh s6 hang
dau va coéng sai cua nd.
n
a)u,=5-2n; b)”;::5_12

c) u, = 3" : d) u, = 1 _23” :

Tim s6 hang diu va céng sai ctia cdc clp s6 cong sau, biét :

)ul—u3+u§:10 b) Uy —u3 = 8
a
uy +ug =17 Uy g = 195.

Trong cdc bai todn vé cdp s6 cong, ta thudong gap nam dai luwong uq, d, n,
S

Wi B

n*
a) Hay viét cac hé thirc lién hé gitra cac dai lwong d6. Can phai bi€t it nhat
mAy dai luvong dé cé thé tim duoc cdc dai luwong con lai ?

b) Lap bang theo mau sau va dién s6 thich hop vao 6 tréng :

U, d u, n S,
= 55 20
ol 15 120
3 o 7
2]
17 12 12
2 -5 —205

97
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4. Mat san tAng mot cia mét ngdi nha cao hon mat san 0,5 m. Cau thang di tir
ting mot 1én tAng hai gébm 21 bac, moi bac cao 18 cm.

a) Viét cong thirc d€ tim do6 cao clia mot bac tuy ¥ so v&i mat san.
b) Tinh dé cao cua san ting hai so v&1 mat san.

5. Tir0 gid dén 12 gid triwa, déng hé dinh bao nhiéu ti€ng, néu nd chi dinh
chuéng bio gid va s6 ti€ng chuéng bang sé gio ?

CAP sO NHAN

I - PINH NGHIA

1

ﬁTuc truyén réng nha Vua An D& cho phép ngusi
phat minh ra ban cd Vua dudc luva chon mét phan
thudng tuy theo sé thich. Ngudi dé chi xin nha vua
thudng cho sé théc bang sé6 thoc duge dit 1én 64
6 clia ban cd nhu sau : D4t [én 6 thir nhat clia ban
cd moét hat théc, tiép dén 6 thr hai hai hat, ... cir
nhuvay, sé hat théc & 6 sau gap d6i s6 hat théc &
6 lién trudc cho dén & cudi cling.
Hay cho biét sé hat théc & cac 6 tir thi nhat dén
thir sau clia ban cg.

DINH NGHIA

Cdp s6 nhdn 12 moét diy s6 (hiru han hoidc vé han), trong dé
ké tir s6 hang thit hai, méi s6 hang déu 1a tich clia s6 hang
ditng ngay trirée né véi mot s6 khong déi g.

S6 ¢ dwoc goi la cong béi cua cdp s6 nhan.

Né&u (u,) 1a cip s6 nhan véi cong bdi ¢, ta cb céng thire truy hoi :

- *
Uy | = U,.qVvOineN . (1)

08
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Pac biét :
* Khi ¢ = 0, cap s6 nhan c6 dang uy, 0, 0, ..., 0, ...

* Khi ¢ = 1, cdp s6 nhan c6 dang uy, uy, uy, ..., uy, ...

* Khi #; = 0 thi véi moi g, cdp s6 nhan cé dang 0, 0, 0, ...

Vidu 1. Chitng minh diy s6 hitu han sau 1a mét cdp s6 nhén :

nén diy sé

L . . 1
[a mot cap s6 nhan vaéi cong bdi g = = =
IT - SO HANG TONG QUAT

2
%Héy doc hoat dong ﬁ1 va cho biét 6 thir 11 c6 bao nhiéu hat théc ?

; B s

Bang phwong phdp quy nap, ta cé thé chitng minh diroc dinh Ii sau day.

DINH LI 1

tong quat u, duoc xdc dinh boi cong thire

- n—1 _ .- :
U, = uyp.q véin = 2.

L

Néu cip s6 nhan c6 s6 hang dau u; va cong boi ¢ thi s6 hang

(2)

/
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Vidu 2. Cho cip s6 nhan (u,) v6i u; =3, g=— %

a) Tinh u.
b) Hoi al 1a s6 hang thi may ?
756 1118 Y=

Giai
a) Ap dung cong thite (2), ta cé

6 1\° 3
up=uyp.q = 3. w5 F i

b) Theo cbng thirc (2), ta c6

u. =3 —lﬁ_l—i@ _lH_I—L— _lg
& 2 256 2 256 P

Suyran—1=8hayn=09.
; 3 :
Vay s6 —— la s6 hang thit chin. =
256

Vi du 3. T€ bao E. Coli trong diéu kién nuoi cay thich hop cir 20 phiit lai
phin d6i mot 1an.

a) Hoi moét t€ bao sau muoi lan phan chia s€ thanh bao nhiéu té€ bao ?

b) Néu cé 10° t& bao thi sau hai gi0 s€ phan chia thanh bao nhiéu té bao ?
Giai

a) Vi ban diu c¢6 moét t€ bao va moi 1an mot t€ bao phan chia thanh hai té€
bao nén ta c6 cap s6 nhan véi uy = 1, ¢ = 2 va uyy 1a s6 t€ bao nhan duoc
sau muoi lAn phan chia. VAy sau 10 1an phan chia, s6 t€ bao nhin duoc 1a

u=1.2""1=2"=1004,

~ = - 5‘ A . . A & e = - . . . A

b) Vi ban dau c6 10 té bao va moi lan moét t€ bao phan chia thanh hai té

] A - A i A o 5 b & - o A o

bao nén ta cé cap s6 nhan véi uy = 107, ¢ = 2. Vi cir 20 phat lai phan déi

mot 1an nén sau hai gio sé c6 6 lan phan chia t€ bao va u; 1a s6 t€ bao nhén
dwroc sau hai gio. Vay s6 t€ bao nhin duoc sau hai gid phén chia 1a

it

;=102 =10°2° =6 400 000. m
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IIT - TINH CHAT CAC SO HANG CUA CAP SO NHAN
3
Cho cap sénhéan (u,) v8iuy=-2vagq = —%.
a) Viét nAm sé hang dau clia nd.

b) So sanh u; Vi tichuy. uz va u; véitich uy . uy.

Néu nhan xét téng quat tir két qua trén.

DINH LI 2

(Tmng mot cAp sé nhan, binh phwrong ctia méi s6 hang (trir\
s6 hang diu va cudi) déu la tich ctia hai s6 hang dimg ké
vOi nd, nghia la

uf = Up_qdiq VO1L k = 2 (3)

\(haylukl :\/”k—l-”kﬂ i j

Chirng minh. Str dung céng thire (2) v6i k =2, ta cé

kol
g —q1 = Uy. 4 3
U1 = ¥4
2k —12 k—1.2
Suy ra up _q . Up 4= ulz q =(uyg ) = uf .l

IV - TONG n SO HANG PAU CUA MOT CAP SO NHAN

%4
Tinh t6ng s6 cac hat théc & 11 6 dau cla ban cd néu & hoat dﬁng%t

Cap s6 nhan (u,,) c6 cong boi g cé thé viEt dudi dang

2 n—1
y, g, 1 5 ..., i1 ¢ g ean

Khi dé

' 2
Sp =ty + iy okt = upF g ugg T ugg (4)

101
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Nhén hai v€ cta (4) véi g, ta duoc
N A U g+ u]qz s u]q3 oy u]q”. (5)
Trir timg vé€ tuong g clia cdc dang thic (4) va (5), ta duoc

(1-9)8,=u(1-q").
Ta c6 dinh 1i sau day.

DINH LI 3
/Chﬂ cip s6 nhan (u,) v6i céng boi g # 1. Dat N
S, = U+ Uy + .+ U
Khi dé
(= ¢")
S - - (6)
\ l-q W
CHU Y

Néu ¢ = 1 thi cap sé nhan la uy, uy, uy, ..., uy, ... Khido S, = n.u, .

Vi du 4. Cho cap s6 nhan (u,), biét uy = 2, u3 = 18. Tinh téng cta mudi
s6 hang dau tién.

Giai. Theo gia thi€t, u; = 2, u3 = 18. Ta c6

Uz = u].q2:>2.qz= 18 = g=43.

Viay c6 hai truong hop :

410

¢ G=3,tac6 Syp= 2(11 33 ) = 59048 ;
PPN

eg=-3,tacd Sy = 2[11 (( ?) ] =.~29524 , N

AY
| 1

Tinh téng S = e e Uk v
3 3”

102
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BAN CO BIET ?

NHA VUA AN PO KHONG PU THOC DE
THUGONG CHO NGUJGI PA PHAT MINH RA
BAN CO VUA |

Hay doc lai %' & §4, chung ta sé& thay s6 hat théc d€ lam phan thudng chinh 1a

téng 64 s hang dau clia clp s6 nhan véiu, = 1 vag=2. Vay
| 64
Sige= 1 08 £ = %:264— 1.

Cl cho rang 1000 hat théc nang 20 gam (cho du it hon thuc té), thi khéi luong
thoc la

2002% — 1)
1000

Néu dem rai déu s6 théc nay 1én bé mat clia Trai D4t thi sé dudec mét 18p thoc
day 9 mm ! Thir hdi, nha vua lam sao cé dudc mét lugng théc khéng 16 nhu vay ?

gam = 369 ti tan.

Bdi tap
- . - ~ ’ 3 I 5 1 . - - - - =
Chitng minh cac daysé|— - 2" |, | — |, || —— la cac cap s6 nhan.
5 all 2
Cho cép s6 nhén (u,) v6i cong boi q.

a) Bi€t u; = 2, ug = 486. Tim q.

b) Biét ¢ = % Hy = % Tim uy.

c) Bi€t u; = 3, g =-2. Hoi s6 192 la s6 hang thit may ?
Tim cdc s6 hang clia cdp s6 nhan (u,) c6 nam s6 hang, biét :
a) u3 =3 va us =27 ; b) uy — uy =25 va us — uy = 50.
103
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Tim c4p s6 nhan ¢d siu s6 hang, biét rang téng cna nam s6 hang dau 1a 31
va téng cua nam s6 hang sau 1a 62.

Ti 1é tang dan s6 cta tinh X 13 1,4%. Bi€t rang s6 dan cna tinh hién nay 1a
1.8 triéu nguwoi. Hoi véi mire tang nhir vay thi sau 5 nam, 10 nam s6 dan cia
tinh dé 1a bao nhiéu ?

Cho hinh vuéng C; ¢6 canh bang 4. Ngudi ta

chia méi canh ctia hinh vuéng thanh bén phin
bang nhau va ndi cdc diém chia mot cich thich

hop dé cé hinh vuéng 5 (h.44). Tir hinh vuéng

(5 lai 1am ti€p nhu trén dé duoc hinh vuoéng (s, ... .

Ti€p tuc qua trinh trén, ta nhian duoc day cac

hinh vuéng €, (5, C3, ..., C,,, ... . Hinh 44

Goi a,, 1a d6 dai canh cua hinh vuéng C,. Chitng minh diy sé (a,) 1a mot
cidp s6 nhan.

BAI POC THEM

DAY SO TRONG HINH BONG TUYET VON KOC
(HINH HOC FRACTAL)

Thuat nglr "Fractal" dudc Bo-noa Man-den-bo-ré (Benoit Mandelbrot) s dung
vao ndm 1975. N6 cé gbéc La-tinh "Fractus", nghia la mét bé mat khéong déu
giéng nhu mét khéi da nit gay. Theo B. Man-den-bo-ré thi : "Hinh hoc Fractal cé
hai vai tro, n6 dién ta hinh hoc clia sy hon dén va né ciing c6 thé dién ta vé hinh
hoc clia nui, may va cac dai ngan ha".

Cac Fractal cé hinh thi ma ta cé thé nhin thay trong tu nhién, d6 la cay, 14, khai
da, nhilng béng tuyét ... . Song, rut ra dugc mét coéng thie hinh hoc cla ching
nhu thé nao ? Lam thé nao dé dinh hinh dudc hinh dang clia nhiing bot kem
trong li ca-phé ? Hinh hoc Fractal, Ii thuyét vé su hon dén va nhitng phép toan
phiic tap liéu c6 thé tra 16i dudc cac cau hdi nay hay khéng ? Khoa hoc dang
kham pha ra mét trat tu khéng thé ngd dang sau nhimg hién tuong ki la cé vé hét
stic 16n xoén cla van vat.
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Cé thé néi Fractal la cau tric hinh hoc dudc chi tiét hoa
bang cach md réng & moi ti 1&. Méi phan nho clia Fractal
|4 s m6 phdng cla toan bdé Fractal. Méi Fractal dudc tao
ra bdi qua trinh 1ap di, 14p lai, trong d6 su két thic cha qua
trinh trudc lai 1a su bat dau cha qua trinh tiép theo. Pé
minh hoa, ta hay xét béng tuyét vén Kéc do nha toan hoc
Thuy Pién vén Kéc (von Koch) dua ra vao nam 1904 (h.45).

A
L3

Hinh 45

Huvyvon Koch
(1879 — 1924)

Bong tuyét dau tién K, 1a mét tam giac déu cé canh bang 1. Tiép d6, chia moi
canh cla tam giac thanh ba doan bang nhau va thay méi doan & gita béi hai
doan bang né sao cho chung tao véi doan bo di mét tam giac déu vé phia ngoai,

ta duge béng tuyét K,. Cir ti€p tuc nhu vay theo nguyén tac : Tirbéng tuyét K, dé

c6 boéng tuyét K, ta chia méi canh clia K, thanh ba doan bang nhau va thay

1+l
méi doan & gilra bdi hai doan bang né, sao cho ching tao véi méi doan bd di mét

tam giac déu vé phia ngoai.

Qua trinh trén 13p di, 1&p lai cho ta mot day cac béng tuyét K, Ky K004 K

e
Ki hiéu C,.,a,,p,vas, |&n luct 14 s6 canh, dé dai canh, chu vi va dién tich cla
béng tuyét K, , ta ¢6 cac day sé (C,), (a,). (p,). (S,).
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1. Day s6 (C,,) dudc cho bdi cong thifc truy hoi

I(?|:3

|C,,sy =4C, VBin=1.

n—1

Day s6 (C,) lamoét cdp sé nhanvéi Cy=3,q=4vaC,=3 .4
1
3.1:-I '

2. Day s6 (a,)lamot cap sdnhanvGia;=1,q= —vaa, =

3

i

n
3_[ij
p.f:+l _ 3
—I
Py, 3_(ijﬂ 3
3

p,, €6 thé 18n bao nhiéu tuy y (diéu nay sé thay ré hon & chuong sau).

n-1
3.Daysé6 (p,)cop,=C,.a, = 3[3] nén (p,) la moét cdp sé nhan véip, =3, ¢ = %

Vip, >0va

—>1nén p . >p,. Vay (p,)la day sé tdng va

n+l

4. Day s6 (S,,) co

1 3

S g 28 .u2+|-£25 B
n n'on 4 n 32” 4

3\/5 4 n
hay qt+| S' ?[E] .

Ti day c6 thé suy ra

[4]'} 3 33 {1[3” 25

9 6 16 4 5

3 .%J_{ 4[]2
§ =—+ +—+|—| +
16 16 0 0

Day s6 (S,,) bi chan trén.

Piéu tha vi clia day vén Kéc 1a & ché chu vi p,, ¢ thé 18n tuy y véi n dd 16n, trong
khi dién tich |, lai bi ch#n (!)

Cac nha toan hoc da cé gang mé ta hinh dang clia cac Fractal tir hon mét tram
ndm qua. Véi kha nang cla cac may tinh hién dai, Fractal da tré thanh mot dé tai
dudc quan tam d3c biét, bdi chung cé thé dudc dién ta bang ki thuat s6 va dudc
kham pha qua moi vé dep hap dan clia chung. Fractal dang dudc s dung nhu
mot phuong tién hé trg cho Toan hoc va né ciing thé hién dudc nhiing nét dep
van hoa trong va ngoai hanh tinh théng qua nén céng nghiép dién anh.
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On tép chuong Il

Khi nao thi cip s6 cong la day sé tang, day s6 giam ?

Cho cédp s6 nhan c6 u; < 0 va céng boi ¢. Hoi cac s6 hang khac s€ mang

ddu gi trong cac trirdong hop sau :
a)g>07? b)g<0?

Cho hai c4p s6 cong c6 ciing s6 cdc s6 hang. Téng cdc s6 hang trong tng
ciia chiing cé lap thanh cdp s6 cong khéng ? Vi sao ? Cho moét vi du

minh hoa.

Cho hai c4p s6 nhéin c6 cling s6 cdc s6 hang. Tich cdc s6 hang tuwong tng cua
chiing c6 lap thanh cédp s6 nhin khéng ? Visao ? Cho mét vi du minh hoa.

. - & - . * .
Chirng minh rang véimoin € N | tacd:

a) 13" = 1 chia hét cho 6 : b) 3n3 + 15n chia hét cho 9.

Cho day s6 (u,), bi€t uy =2, 1, =2u, — 1 (véin=1).

a) Viét nam s6 hang dau cia day.
b) Ching minh u, = oY g bang phwrong phip quy nap.

Xét tinh tang, giam va bi chan cia cac day so6 (u,,), biét :

1 1

a) i, =n+— b) u, = (-1)" sin— ;

n n
c)u,=+n+1- Jn .

Tim s6 hang dau u; va céng sai d cua céc cip s6 cong (u,), bi€t :

b)

{5“14—10“5 =0 H?‘Fiflj = 60
Sy =14; wy bty = T170,

Tim s6 hang dau u; va céng boi g cua cac cip s6 nhan (u,), biét :

(1, =192 Uy — Uy = 12
2 116 b){ai )

\u7 = 384 ; us — uy = 144 ;

,”2+”5 — Uy = 10

(U3 +Uug — U5 = 20.
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10.

11.

13.

14.

13,

108

T gidc ABCD c6 s6 do (d6) cua cac gée lap thanh mét cdp s6 cong theo thir
tur A, B, C, D. Biét rang géc C gip nam lan géc A. Tinh cdc gbe cna tif gidc.
Biét rang ba s6 x, y, z lap thinh mot cdAp s6 nhan va ba s6 x, 2y, 3z lap
thanh mot cdp s6 céng. Tim céng boi cua cip s6 nhan.

. Negudi ta thi€t k€ mot cdi thap géom 11 tAng. Dién tich bé mat trén cna

moi tAng bang nira dién tich mat trén ctia tAng ngay bén dudi va dién tich
bé mat trén cua ting 1 bang nira dién tich d€ thdp. Bi€t dién tich mat dé€

thap la 12 288 m”. Tinh dién tich mat trén cung.

. " . - y g ool Dl r S R
Chirng minh rang né€u cic s6 a , b, ¢ lap thanh moét cap s6 cong (abc # 0)
1 1 I

thi cac s6 ,

; cling lap thanh moét cdp s6 cong.
b+c¢c c¢c+a a+b

Baii tap trdc nghiém

Cho diy s6 (u,), bi€t u, = 3", Hay chon phuong 4n ding :
a) S6 hang u,_ ; bang :

(A)3"+1; (B)3" +3; (C) 3731y (D) 3(n+ 1).
b) S6 hang u,, bang :

(A)2.3": (B) 9" ; (C) 3" +3; (D) 6n.
c) S6 hang u,_; bang :

(A)3" - 1: (B)%.B”’ ; ©3"-3; (D) 3n- 1.
d) S6 hang u,,_; bang :

(A)323"_1: (B) 3gr @3* iz (@D,
Hay cho biét day s6 (u,) nao dudi day la diy s6 tang, néu biét cong thire s6
hang tong quat u, clia né 14 :

(A) (- 1" sin ™ ; B) (1)

n

(5" +1);

1 (D)

_ n
Nn+l+n n” 41

(©)
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16.

17.

18.

19.

Cho cédp s6 céng -2, x, 6, y. Hiy chon két qua dung trong cic két qua sau :

(A)lx=—6,y=+2; (B)x= L, p»="T;

(Cy=20=8 § (D)x=2,y=10.

Cho cédp s6 nhan —4, x, —9. Hiy chon két qua ding trong cdc két qua sau :
(A)x=36; (B) x=-6,5;

(C) =18 ; (D) x = -36.

Cho cép s6 cong (u,). Hay chon hé thirc ding trong cac hé thirc sau

Uy + U
(A) 10 204

Us + Uy ; (B) 1gg + Uy =2uy50 ;

(D) Hyp-Uzp _

(C) uyg U39 = Uy ; = Uy

Trong cdc ddy sé cho bdi cic céng thite truy hoi sau, hiy chon day sé la
cdp s6 nhan :

iy = 2 Uy = |
(A) . (B) ,
U, | = U, Upy] = Sy
= -3
(C) { : ; T B BTy vy B Lid
Uy = Uy T I n chiisé 7
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GIa1 HAan

Chuong ndy cung cip nhimg kién thic mé& ¢du vé Gidi tich. N§i dung clia chuong xoay
quanh hai khéi niém co ban I3 gidi han va lién tuc.

Chinh nhiing khai niém va céc phép ton vé giéi han va lién tuc 13 co s cho viéc nghién
ciu cac ndi dung khéc clia Gidi tich (Pao ham, Tich phén, ...). Déc bigt, chling sé cho
phép gidi quyét nhidu bai todn clia khoa hge va thyc ti8n, ma ta khéng th gidi quyét

duge ndu chi dling céc kién thic cla Dai s8. D6 chinh & nhimg bai todn lién quan t6i

sy v han.
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NGHICH Li CUA ZE-NONG (ZENON)

i

—r

- W et L s K -
- 1 "

. i
} s L P N N W e

A-sin (Achille) — mét luc si frong than thoai Hy Lap, ngusi dudc ménh danh 1a
"c6 déi chan chay nhanh nhu gié" dudi theo mét con rua trén moét dudng thing.

Néu lic xuat phat, ria & diém A, cach A-sin mot khodng bang a khéc 0, thi méc
du chay nhanh hon, A-sin ciing khéng bao gid c6 thé dudi kip rua.

That vay, dé dudi kip rua, trudc hét A-sin can di dén diém xuat phat A, cla rua.
Nhung trong khodng théi gian d6, rua da di dén mot diém A, khac. D& dudi tiép
A-sin lai phai dén dugc diém A, nay. Khi A-sin di dén diém A, thi ria lai tién lén

diém As, ... Cirnhu thé, A-sin khéng bao gig dudi kip rla.

Cau chuyén trén la nghich Ii néi ti€éng cla Zé-néng (Zénon d'Elée 496 — 429
trudc CN) — mét triét gia Hy Lap & thanh phd Edée, phia nam nudc Y bay gid.
Nghich Ii clia 6ng gép phan thuc ddy su xuat hién khai niém gidi han. Nha khai
niém gidi han, con ngudi cé thé nghién clu cac van dé lién quan t6i su vé han
trong Giai tich.
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GISI HAN CUA DAY S8

I - GIGI HAN HOUOU HAN CUA DAY SO

1. Binh nghia
1

. S 1
Cho day s0 (u,) vOi u, =—.
)

Biéu dién (,,) duéi dang khai trién : 1,

Biéu dién (u,,) trén truc s6 (h.46) :

I |
2, W l
“ Hﬁ 3 %J' I
i : ol T —
\_ Ug I 4 L 1> i,
1 3
100 Hinh 46

a) Nhan xét xem khoang céach tir u,, t6i 0 thay d6i thé nao khi n tré nén rat 16n.

b) Bat dau tir sé hang u,, nao clia day sé thi khoang cach tiru,, dén 0 nho hon 0,01 ?
0,001 7?

(Ta ciing chiing minh dugc rang |u, | = i c6 thé nho hon mét sé duong bé tuy v, ké
tir mot s6 hang nao d6 tré di, nghia la |u”| c6 thé nhé bao nhiéu ciing dudc mién la
chon n dd I6n. Khi d6, ta néi day sé (u,,) vi u, :% c6 gidi han 1a 0 khi n dan téi
duong vé cuc).

DINH NGHIA 1

Ta néi day s6 (u,) cé gioi han la 0 khi n dan t6i duong vo6 cuc,

néu |i,| c6 thé nhd hon mét s6 duong bé tuy y, ké tir mot s6 hang
nao dé tro di.

Kihiéu: lim u, =0 hay u, - 0 khin — +=.
n—+w
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Nhw vay, (u,) c6 gi6i han 1a 0 khi n — + n€u u, c6 thé gin 0 bao nhiéu
ciing duoc, mién 1a » da 16n.
_1)”

.F'.'2

Vidu 1. Cho day s6 (u,) voi u, =

Biéu dién (u,) trén truc sé (h.47) :

uy s 0wy 1> ]
3 ‘ - —
0 W W W 1
9 25 116 4

i

g |

"t = 100

Hinh 47

Nguoi ta chimg minh duge rang  lim u, = 0, nghia 1a |Hﬁ,|cé thé nho hon
H—>+o

mot s6 ditong bdt ki, ké tir mot s6 hang nao dé trd di.

Chang han :

ol L
u,| = = < 0,01 hay [u, | = <
| ”| ”2 | nz : | H| ;12 100
véimoi n thoa man n’ > 100 hay n > 10.
N6i céch khéc, |u,| < 0,01 ké tir s6 hang thi 11 tr& di.
Twong tu,

1 1

|
|u”| = ”—2 < 0,000 01 hay |.i‘.f”| = ”2 < B0

v6i moi n thoa man n’ > 100 000 hay n > 4f100 000 =~ 316,2 .
Vay |u,| < 0,000 01 k€ tir s6 hang thir 317 tré& di.

DINH NGHIA 2

Ta noi day s6 (v,) c6 gidi han 1a s6 a (hay v, dan t6i a) khi n — +oo,

néu lim (v, —a)=0.
H—>+ow

Kihi€¢u: lim v, =a hayv,— a khi n —» + «.
n—r+ow

113
baitap365.com



2n+1

. Ching minh rang lim v, = 2.
n H—>+o

Vidu 2. Cho day so (v,) véiv, =

Giai. Tacé lim (v, —2)= lim [2” L 2] = lim de 0.

n—p—+00 n—+aw n n—»+om Ml
; . 2n+1
Vay lim v, = lim =2. n
n—>+o n—>+ow N

2. Mot vai gidi han dac biét

Tir dinh nghia suy ra cdc két qua sau :
_ 1 . 1 s s
a) lim —=0:; lim = 0 v&i k nguyén duong ;

b) lim ¢" =0 néulgl<1;

1—>»+0o0
c) Néu u, = ¢ (c lahang s6) thi lim u, = lim ¢ =c.
n—>+ow n—>+w
CHUY

Tir nay vé sau thay cho lim u, = a, taviét tat 1a limu, = a.
It—>+a

IT - PINH LI VE GIGI HAN HUU HAN

Viéc tim gi6i han bang dinh nghia kha phitc tap nén ngudi ta thudng ap dung
cac cong thirc gidi han dac biét néu trén va dinh li sau day ma ta thira nhén.

DINH LI 1
6 Néu limu, = a va limv, = b thi \
. lim(nﬁ, + vﬁ,) =a+b . llm(u” — '.-»'H) =a-—b
e e it a :
* lim(u, v,) = ab e [im—L = g (néu b = 0).
'll}

H

b) Néu u, > 0 v4i moi n va limu, = a thi

\ aEOvﬁlim\/EZ\/E. /
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3n2—n

Vidu 3. Tim lim

ler2 |
) 3L
o T R ; 2 3n" —n 1
Giai. Chia tir s6 va mau s6 cho n™, ta duoc = .
1+nr2 I
——+1
non
I 1 ) o1
Vilm|3—-—|=Ilm3-1lm—=3-0=3
1 n
1 1 g 2 = ;
va lim|——+1|=lm=—.lm—+1ml=00+1=1
n n n n
1 _ 1
-~ | 3——
- 32 _ | 3 ; 1111[ ”] 3
nén 11111—2:111111 1 = T —==3. 1
L+ n e | IHH[——-I—I} 1
n n non
} 2
VEdid Tttt
| — 2n
1 42 Jﬂz[%—i—f—i]
Gidi. Ta ¢6 lim~— g0 Y
1 — 2n
—+4 —+4
2
= lim = lim =—1, m
—2
——2 ——2
n n

I - TONG CUA CAP SO NHAN LUI VO HAN

e Cap s6 nhin v6 han (u,) cé céng boi ¢, voi |q| < 1 duoc goi 14 cdp sé
nhdn lai vo han.

Chang han, hai diy s6 sau 12 nhitng cip s6 nhan 1ui v6 han :

I ; 1
—, ... VOl cong boi q = E

— Diy s6 lll
2 4 8 o
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— . 1 —1 e vOl coHnge boi ——1
iy g bol1 ¢ 2

— Day s6 1, — l
9 217 3

3

1
3
* Cho cap s6 nhéan lui v6 han (u,) c6 cong boi ¢g. Khi dé,

1_ i
S,=uy+uy+ Uz +..+ u, = m1-q) “p. ( al ].q” ;
I-q l-=q \l-gq

Vi |g| < 1 nén limg” = 0. Tir d6 ta c6

limS, = lin:{l”1 _[1”1 ]q”} = 1”] .
—q — 4 —q

Gi6i han nay dwoc goi 14 téng ciia cdp sé nhdn lii vo han (u,) va duoc ki

hiéula S=uy +uy +uz+..4+ u, +...

Nhur vay
, U
§=—— (q| < D).
l—¢
Vidub
a) Tinh t6ng clia cAp s6 nhan Iui v6 han (u,), vé6i u, = %
3
. I 1] Y
b) Tinmhtong | - —+———+ ...+ | —— :
2 4 8 2
Giai
a) Viu,= —nénu;= —, q= l.DD do
3."! 3 3
:
gelpla Lo ala ae B . B ol
3 9 2 3 l-q _ 12
3
b) C4c s6 hang cua tong lap thinh cdp s6 nhin lui v6 han véi u; = 1,
_ |
q %
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IV — GIGI HAN VO CUC

1. BPinh nghia

A

2

Cb nhiéu té gidy giéng nhau, mabi td cé bé day 1a
0,1mm. Ta xé&p chéng lién tiép td nay lén td
khac (h.48). Gia sir c6 thé thuc hién viéc xép
gidy nhu vay mét cach vé han. :
Goi u, la bé day cla mét ta gidy, u, la bé day i 384 000 km
clia mét xép gidy gém hai t6, u; la bé day cla i

mot xép gidy goém ba td, ..., u, la bé day cla

mot chéng gidy gém n td. Tiép tuc nhu vay, ta

c6 dudc day sé vé han (u,,).

Bang sau day cho biét bé day (tinh theo mm)

2 I A Hinh 48
clla moét s6 choéng gidy.
iy Hipoo 1000 000 H1000 000 000 iy,
0.1 100 100 000 100 000 000 %

a) Quan sat bang trén va nhan xét vé gia tri clia u,, khi n ting Ién v6 han.

b) Véi n nhu thé nao thi ta dat dugec nhimg chéng gidy cé bé day 16n hon khoang
cach tir Trai Pat t6i M4t Trang ? (Cho biét khoang cach nay & mot thoi diém xac

dinh 12 384 000 km hay 384.10° mm).
(Ta ciing chiing minh dudc réng u, = % c6 thé 16n hon mot s6 duong bat ki, ké tir

mét s6 hang nao do6 tré di. Khi d6, day sé (1, ) néi trén dudc goi la dan tdi duong vo

cuc, khi n — +o0).
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DINH NGHIA

 Ta néi diy s6 (u,) c6 gioi han + khi n — +o, néu u, c6 thé
16n hon moét s6 dirong bat ki, ké tir mot s6 hang nio dé trd di.

Kihiéu : limu, = 4+ hay u, — +o0 khi n — +o0.

* Day s6 (u,) duoc goi la ¢6 gioi han —oo khi n — +9 néu
lim(— u, ) = +o0.

Kihiéu : limu, = — hay u, — - khi n — +.
NHAN XET
limu, =+ < lim(-u,) = -0,
Vi du 6. Cho diy s6 (u,) véi u, = n".

Hinh 49 cho mot bi€éu dién cdc s6 hang clia (u,,) trén truc s6.

* 3 Ha ¥
4 9 16 n2

Q-
— g

Hinh 49

Biéu dién hinh hoc niy cho thdy, khi n tang 1én v6 han thi u, tr&d nén
rat 16n. Hon nira, ngwdi ta ching minh duge rang limu, = 40, nghia 1a u,,

c6 thé lén hon mot sé dwong bdt ki, ké tir mot s6 hang nao dé tro di.
Chang han, u, > 10 000, hay n” > 10 000 khi 7 > 100.
Vay u, > 10 000 ké tir s6 hang thit 101 trd di.
20 2 20 . 10
Twong tuw, u,, > 107 hay n~ > 107 khin > 10 .

Vay u, > 10°° ké tir s6 hang tht 10" + 1.
2. Mot vai gidi han dac biét
Ta thira nhan cac két qua sau :
a) limn® =+ véik nguyén duong ;

b) limg" = 4+ néu g > 1.
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3. Dinh i

Ta thira nhan dinh 1i dudi day.
DINH LI 2

-~

el - LY - T, et H
a) Néu limu, = a va limv, = to thi lim—=+=0.
‘.-"
n

~

b) Néu limu, = a> 0, limv, =0 va v, > 0 véi moi n thi

u
lim—2+ = 4w,

?
1?.’

Q) Néu limu, = +o0 va limv, = @ > 0 thi limu,v, = +G’J./

Vidu 7 T Tim o2,
n.3"
5
dia —
Giai. Chia tir vA mau cho n, ta duoc it L8
_F’.'_3H 33‘?
. . 5 5, . i £y
Vi 11111(2+—) =2 va lim3 =+ nén
n
5
A o
i i T Py
”.3.?! 3?!
Vidu 8. Timlim(n> — 2n — 1).
Gidi. Ta c6 n® — 2n — 1 =n2(1 —E—L].
n o p2
¢ oxw D v = 2 1
Vi limn™ = 40 va lim 1————2 =1 >0 nén
- p
. 2 1
11H1H2[] ————ij + o0,
np

Vay lim (Mr2 —2n—1)=+4m. N
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BAI POC THEM

QUAY VE NGHICH Li ZE-NONG

Sau khi da hoc vé gidi han cla day sé, ta cé thé giai thich nhu thé nao vé nghich
i "A-sin khéng dudi kip rua" ?

Pé don gian, & day ta chi xét mot trudng hop cu thé (trudng hdp téng quat dudc
gidi quyét tuong tu).

Gia sl téc dd chay clha A-sin 1a 100 km/h, con téc dd chay cla rua la 1 km/h. Luc
xudt phat, ria & diém A, cach A-sin 100 km (h.50).

1 PO

|
o 100 km A A,

Hinh 50
Ta tinh thai gian A-sin dudi ria, bang cach tinh téng thdi gian A-sin chay hét cac
quang dudng OA{, AA,, A5A;, .., A, A, ... NEu téng nay vé han thi A-sin
khong thé dudi kip dudc rua, con néu né hitu han thi dé chinh 1a thdi gian ma A-sin
dudi kip rua.
D& chay hét quang dutng OA, = 100(km), A-sin phai mét théi gian 7, = % = 1(h).
Véi thdi gian 7, nay, rua da chay dudc quang dudng A;A, = 1(km).

Pé chay hét quang dudng A,A, = 1(km), A-sin phai mét théi gian 7, = ﬁ(h). Vi thoi

gian t, rua da chay thém dudc quang dudng A,A; = ﬁ (km).

1

Tiép tuc nhu vay, dé chay hét quang dudng A, A, = (km), A-sin phai mat

100”_2
thai gian ¢, = | (h).
100"
Vay t8ng thdi gian A-sin chay hét cac quang dudng OA|, A|Ay, AyAs, ..., A, A, ... |a
T=1+ 1 + 12+ 13+...+L+... (h)
100 100° 100 100"
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12

w

# ] ] ~ T a -~ o= - #om - . l ~ ra
Pé la téng clia mét cap sé nhan Ui vé han véi uy=1,coéng bdi ¢ =——, néntaco
100

|-
100
Nhu vay, A-sin dudi kip rua sau 19]_9 gio.

K&t qua trén (dat dudgc nhd ap dung khai niém gidi han) cho phép giai thich
nghich Ii clla Zé-néng.

Bdii tap

C6 | kg chit phéng xa doc hai. Bi€t rang, cif sau moét khoang thoi gian
T = 24 000 nam thi mét nira s6 chit phéng xa nay bi phan rd thanh chit
khac khéng doc hai déi véi sirc khoé cua con ngudi (T duoc goi la chu ki
ban ra).

Goi u, 1a khoi luvong chat phéng xa con lai sau chu ki thit n.
a) Tim s6 hang tong quat u, cua diy s6 (u,).

b) Chitng minh rang (u,) ¢6 gidi han 1a 0.

¢) Tir két qua cau b), chitng to6 rang sau moét s6 nam nao dé khéi lwong chat
phéng xa di cho ban dau khéng con déc hai déi véi con nguoi, cho biét
chit phoéng xa nay s€ khéng doc hai nira n€u khoéi lwong chit phéng xa con

lai bé hon 10 °g.

; ; T 1 s ; i . 8
Biét day s6 (u,) thoa man |uﬂ = l| <—5 VvOI moi n. Chirng minh rang
n
limu, =1.
Tim céac gi61 han sau :
- 2
. 6n— | s
a) lim . . b) lim . . :
3np.2 2 + 1
. Fhyeis I Aom? —n+i
c) lim : d) lim :
Al dn—2
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4. Dé trang hoang cho can hoé ctia minh, chii chuét Mickey quyét dinh t6 mau
mo6t miéng bia hinh vuéng canh bang 1. N6 t6 mau xam cdc hinh vuéng
nhoé duoc dinh s6 lan lwot1a 1, 2, 3, ..., n, ..., trong d6 canh cua hinh vuéng
ké ti€p bang mot nira canh hinh vuéng trude dé (h.51).

E 1 I I 1 I I 1
el I I I I I I
| [ | I [ | I
- et R e ey s ot TRt e e e
| | | | |
3 [ I | [ I
il et i ! R e e T O e T
I | [ [ I
I | [ [ I
ISR AR . ol O PRI S SRR
I | | | I
1 | 2 I I 1
N | | | I
I | [ | [ I
I [ [ [ [ I
I [ [ [ | I
T T T T T T T T T T T I e
I [ [ [ | I
I [ [ [ l| I
- — -t - -4 —— - — | == —=
I [ [ [ [ I
I [ | | | I
- — -t -4 —— -~ —— ==+ — —
I | | | | I
I [ [ [ | I
1 1 1 1 1 1

Hinh 51

. * ~ a % kd . # A
Gia sir quy trinh t6 mau cua Mickey c6 thé tién ra voé han.
a) Goi u,, 1a dién tich cta hinh vuéng mau xam thit n. Tinh uy , uy , u3 va u,,.

b) Tinh limS, v61 8, = uy + uy + uz +...+ u,.

A\
5. Tinhténg § = -1 +%_L+ -t =D

102 10;1—1

6. Cho s6 thap phan v6 han tuan hoan a = 1,020 202... (chu ki la 02). Hay viét
a duréi dang moét phan sé.

e

7. Tinh cac giéi han sau :

a) lim(n> +2n% —n+1) : b) lim (=12 + 51— 2) :
c) lim [\hfz —n — n] § d) 1i11’1(\h‘:2 —n+n).

8. Cho haiday sé (u,) va (v,).Bi€t limu, = 3, limv, = +.

Tinh cac gidi han :

3. —1 . 4 D
2] T & b) lim 2%
i, + 1 |
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GISI HAN CUA HAM SO

I - GIGI HAN HUU HAN CUA HAM SO TAI MOT PIEM

Binh nghia
1

-
Xét ham s6 f(.r):%.
A=

1. Cho bién x nhiing gia tri khac 1 lap thanh day sé (x,), x, — | nhu trong bang sau :

5 |2 3 . i ; 5 1 n+1 1
X RS Xy ==— 5 Xy == N = —
*] 275|373 | 4Ty nT T, e |

A ]
O fap | fx) | fag) | fagp | - fx) [ R 2

Khi d6, cac gia tri tiong ing clia ham sé
;L YO 1 3 T -
ciing lap thanh mét day sé ma ta ki hiéu |a (f(_r” ).
2n+ 2

a) Chimg minh rang f(x )= 2x = :
n

b) Tim gidi han cla day sé (fix,)).

2. Ching minh rang véi day sé batki (x,), x, #1lvaxy, — 1, talubned f(x )—2.

] - 2 2 = 2_ 7
(V&i tinh chat thé hién trong cau 2, ta néi ham sé f(-r):t—l" ¢6 gi6i han 12 2
P

khi x dan téi 1).
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Duéi day, thay cho céc khoang (a ; b), (—» ; b), (a ; +0) hodc (- ; +m),
ta viét chung 1a khoang K.

DINH NGHIA 1

Cho khoang K chita diém xg va ham s6 y = f(x) x4c dinh trén

K hoac trén K\ {xg}.

Ta n6i ham s6 y = f{x) c6 gidi han 1a s6 L khi x dan t6i xy néu véi

diy s6 (x,,) bat ki, x, e K\ {xy} vax, = xp, tacdfix,) > L.

Kihiéu: lim f(x)= L hay flx) > L khix — x;.
X—>Xg

Z. .
Vidu 1. Cho hams6 f(x) = = 24. Chirng minh rang lim f(x) = —4.

Xt x—-2

Giai. Ham s6 da cho x4dc dinh trén R \ {-2].
Gia str (x,) la moét day so bt ki, thoa mén x, # -2 va x,, —> -2 khin — 4o,
Ta co

2
x, —4 . (x: =20, — 2)
(X, + 2)

lim f(x, ) = lim = lim(x, — 2) = 4.

’ r.' )

Dodé lm f(x)=-4. =

=¥
(Luwu v rang, mac du f(x) khéng xdc dinh tai x = -2, nhung ham sé lai ¢6
gi6i han la —4 khi x — -2).

NHAN XET

Im x =x5; llm ¢c=¢, voicla hang s6.
X— Il] X—» _'l'n

2. DPinh li vé gidi han hiru han

124

Ta thira nhan dinh i sau day.
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DINH LI 1

ﬁié st lim f(x)=L va lim g(x)= M. Khi dé
X —}.‘l{u X —}.l'u

e lim |f(x)+gx)|=L+ M,
X—>xg )
* |im -f(.r) — g(,r)- =L-M:
X—>xp )
¢ lim [f(x).g(x)] =
_‘L'—}.l'u
* lim J (X) = L (néu M # 0).
v —>X R( ’f)
b) Néu flx) = 0va lim f(x)=L,thi
_'-'—}.‘L'l]
L>0va lim 1{_}"(1’) = \/E
_1'—}.{']
(D4u cua f{x) duwoc xét trén khoang dang tim giéi han, véi
X# Xp).
X%+ 1

Vidu 2. Cho ham s6 f(x) = Tim lim f(x).

2\/1_ xr—3

Giai. Theo Dinh 1i 1 ta c6

. 2
) lim (x= + 1)
[ oy ik e B0

X33 x—3 2\/; lim 2\/;

x—>3
lim rz + lmm 1 lm x. Iim x + lim 1
_ x—3 Xx—=3 _ x—=233 13 Xx—3 _ 3 3"'1
lim 2. lim \/_ lim 2. {lim x 2\/_ \/_
x—=>3 x—=3 x—3 x—3
2

Vidud: Tl {2 0F =2

x—1 x—1

Gidi. Vi (x— 1) = O khix — 1, nén ta chwra thé 4p dung Dinh 1i 1 néu trén.

2 x—2 _ (=D +2)

Nhung voix # 1 ta cd - + 2.
x==1 $oom |
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Do dé6,

2 L . i
et E =2 e (=D s = 3. B
x—>1 x—1 x—>1 x—1 xr—1

3. Gidi han mot bén

Trong Dinh nghia 1 vé gi6i han hitu han cia ham s6 khi x — xp, ta xét day
s6 (x,) bat ki, x, € (a; b)\{xg} va x, — xq. Gid tri x,, c6 thé 16n hon hay

nho hon xg.

Néu ta chi xét cdc ddy (x,) ma x, luén 16n hon x, (hay luén nhd hon x,),
thi ta ¢6 dinh nghia giéi han mét bén nhu dudi day.

DINH NGHIA 2

¢ Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trén khoang (xj ; b).

S6 L duoc goi 1a gidi han bén phdi cua ham s6 y = f(x) khi
X — x néu véi day so6 (x,) bat ki, xy < x, < b vax, - xy, ta
co fix,) — L.

Kihiéu: lim f(x)= L.

F S
* Cho ham s6 y = f{x) xdc dinh trén khoang (a ; xg).
S6 L dwoc goi la gioi han bén trai ciia ham s6 y = f(x) khi
X — xg néu voi diy so (x,) bat ki, a < x, < xg vd x, = Xy, ta
co fix,) = L.
Kihiéu: lim f(x)=L.
X—>Xg
Ta thira nhan dinh li sau day.

DINH LI 2

[ lim f(x)=L khivachikhi lim f(x)= lim f(x)=L. ]

X=X XXy X —>_rar
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, 5x+2 néux > | (1)
Vidu 4. Cho ham s6 f =4,
—3néux <1, (2)

Tim lim f(x), lim f(x) va lim f(x) (néu co).
x—=1 =317 x>l

Gidgi. Tacé, lim f(x)= lim (x> -3)=1>-3=-2 ;

xr—1 =1
i fid) & i (384-2) & Sl
x>l x—=1"

Nhu vy, khi x dan t6i | ham s6 vy = f{x) c¢6 gidi han bén trai la —2 va giéi han

bén phaila 7. Tuy nhién, lim f(x) khéng tbntaivi lim f(x) = lim f(x). m
x—1 x—=>1" x—1"

2
ﬁTrnng biéu thirc (1) xac dinh ham s8 y = f(x) & Vi du 4, can thay s6 2 bang s6 nao
dé ham sé cé gidi han la -2 khix —> 1 ?

II - GIGI HAN HUOU HAN CUA HAM SO TAI VO CUC

3

Cho ham sé f(x)= c6 do6 thi nhu & Hinh 52

x—2

i

il |

Hinh 52
Quan sat d6 thi va cho biét :

— Khi bién x dan téi duong vé cuc, thi f{x) dan téi gia tri nao.
— Khi bién x dan téi am vé cuc, thi fix) dan téi gia tri nao.
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DINH NGHIA 3

a) Cho ham s6 y = f{x) xac dinh trén khoang (a ; +=).
Ta néi ham s6 y = f(x) c6 gidi han 1a s6 L khi x — +o néu vai
ddy so (x,,) bat ki, x, > a va x, -+, ta c6 flx,) > L.

Kihiéu: lim f(x)= L hay fix) > L khix —> 4o,
X—¥+ah

b) Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh trén khoang (- ; a).

Ta néi ham s6 y = flx) ¢6 gidi han 1a s6 L khi x — —o néu vdi
day so6 (x,,) bat ki, x, < a vax, — -, ta cé flx,) - L.
Kihiéu: lim f(x)= L hay fix) > L khix —> -,

X—»—0

XD e T P00 ok Tew P,

A X —»—aD X—>+40

Vidu 5. Cho ham s6 f(x) =

Giai. Ham s6 da cho x4c dinh trén (-0 ; 1) va trén (1; +o).

e Gia str (x,,) la mot day s6 bat ki, thoa man x, < 1 vax, — —=.

5 5 2+ i
Ta c6 lim f(x,) = lim =22 = jim— 1 = )
X v [ 1
J‘,H
Vg fim ffd = Tim o202 g
X—>—D x>-o X — 1

e Gia str (x,) la mo6t day so6 bat ki, thoa man x, > 1 va x,, — +o.

3
5 3 D i —
L ;
Ta cé lim f(x,) = lim =22 = Jim o)
X v - 1
£
Viy fim fBd= Tin £ w8, u
x>+ xo4m x—1
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CHU Y
a) V&i ¢, k 12 cac hang s6 va k nguyén duong, ta luén c6 :
c c

Im e=¢; lim ¢c=c¢ ; lim — 0: lm — = 0.
X >+ Ay X+ y X—>—0 y

b) Pinh 1i 1 vé gidi han hitu han ctia ham s6 khi x — x; van con
ding khi x — 400 hoac x — —o0,

5,
Vidué6. Tim lim 3 21.

X—>+w XZ g

. . - a > % g 2 -
Giai. Chia ca tir va mau cho x~, ta c6

. 2
3—g lim [3—?] lim 33— lim 2

X
) 3x° - 2x . 0 3 : : X
lim 3 = lim e ‘o 1 = RFER —>+m1
x40 x° 4] Ll | L B | T S lim [+ lim 5
X X —3+tad ,1"2 X—>+m X =P D g
3-0
st =3 1.
1+ 0

IIT - GIGI HAN VO CUC CUA HAM SO

1. Gidi han vo cuc
Céc dinh nghia vé gi6i han + (hoac —=) ctia ham s6 duroc phat biéu twrong
tir cac dinh nghia 1, 2 hay 3 ¢ trén.

Chang han, gidi han —o clia ham s6 y = fix) khi x din téi dwong vo cuc
duoc dinh nghia nhu dudi day.

DINH NGHIA 4

Cho ham s6 y = flx) xac dinh trén khoang (a ; +=).

Ta néi ham s6 y = f(x) c¢6 gidi han 1a —e khi x — 4+ néu véi
day s6 (x,,) bat ki, x,, > @ va x,, > 4+, ta c6 flx,) — —oo.
Kihiéu: lim f(x)=— o hayfix) - — khi x — +w.

X—>+o
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NHAN XET

lm f(x)=4+w<& lim (—f(x)) = — o,
X—>+o0 X—>+0

2. Mot vai gidi han dac biét

130

a) lim K = 4o véi k nguyén duong.
X —>+o0

b) lim x* = — 0 nfuklasslé.
X—>—®

¢) lim x* = +o néuklass chan.
X—»—oD

Mét vai quy tic vé gidi han vé cuc

Dinh 1i vé gidi han cna tich va throng hai ham sé chi 4p dung duoce khi tat
ca cdc ham s6 duoc xét c6 gidi han hiru han.

Sau day 12 moét vai quy tac tinh gidi han cna tich va thuong hai ham s6 khi
mot trong hai ham s6 dé c6 gidi han v6 cuec.
a) Quy tac tim giéi han cua tich f(x).g(x)

Néu lim f(x)=L #0 va lim g(x)= +wo(hoac —») thi lim f(x)g(x)
X=Xy X—>Xp X=X

dwoc tinh theo quy tac cho trong bang sau :

lim f(x) lim g(x) lim f(x)eg(x)
.i'—}.l'“ _’i'—}’.‘{l] .'{—:‘_‘{u

4o +o0
L>0

—onD — 00

+o0 —o0
L<O

—oD -+00
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J(x)

b) Quy tac tim gi6i han cua thuong

g(x)

lim f(x) lim g(x) s sy s f(x)
x—>xg P Déu cua g(x) g
L +o0 Tuy y 0
IL.>0 S +00

0 = —0
L<0 i —®

(Dau ctia g(x) xét trén mot khoang K nao dé dang tinh gidi han, vai x # xp).

CHU Y
Céc quy tac trén van diing cho cdc trudng hop x — xa X —> Xqs
X =40 va X — —o,

Vidu 7. Tim lim (Jr3 —2x).

X—>—o

Gidi. Ta c6 (x> — 2x)= x° (1 _ 32]
X

Vi lim 1’3 = —oova lim [1 -~ —J =1>0nén lim _1'3{1 - i] = — a0,

2
X—>— Xyl 1.2 o

X—»—oD X—»—ad

Vay lim (J;3 — 2x)= lim x> {1 - %] = —o0, B
X

Vidu 8. Tinh cac giéi han sau

o T s 6y T o
i1 x—1 ¥o1t x—1
Giai
a) Tacé lim(x—-1)=0,x-1<0véimoix< 1 va
x—l

Iim (2x=3)=21-3=-1<0.

x—=1
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132

2x—3

Do d6, lim
x—=1 X

=0,

b)Tacé lm(x—-1)=0,x—1>0véimoix>1va

x—17
fire {2 By B8Pl
x—1"
Dodé, lim 2> = . m

I e

Bdii tap
Dung dinh nghia, tim cac gidi han sau :
2
x +1 Dl X
a) lim —— ; b) lim =y
r—=4 3x—2 X=-Fon "1-2 + 3

Cho ham s6

el j[\/: +1néux 20

2x nfu x <0

T s - |
va cdc day so6 (u,) voi u, = e (v,) Véi v, = =

Tinh limu,, limv,, lim f(u,) va lim f(v, ).

Tir d6 c6 két luan gi vé gi6i han cia him s6 da cho khi x — 0 ?

Tinh cac gi6i1 han sau :

] . AP Jx+3-3

a) lim : b) lim : c) lim
-3 Al P9yl xr=>6 x—-0
[ 50 2 B Y
& tm 8. o T =2y T 2 rE=l
x—o+m 4 —x x>+ 2 41 X >+ 3+ x

Tim céac gi61 han sau :

, 3x— 35 2x — 1 . 2x — 1
a) lim —i | k c) lim
x2 (x - 2) xo1 x =1 gyrF 2=l
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X+ 2

2 -9

5. Cho hamsé f(x) = c6 d6 thi nhur trén Hinh 53.

v

it

Hinh 53
a) Quan sat do6 thi va néu nhan xét vé gia tri ham s6 da cho khi x — —o0,
x> 3 vix o =3",
b) Kiém tra cdc nhan xét trén bang c4ch tinh cdc gisi han sau :
e lim f(x) véif{x) duoc xét trén khoang (- ; —3),

X——00
e lim f(x) v&if{x) duoc xét trén khoang (-3 ; 3),
x—3
e lim f(x) véifix) duoc xét trén khoang (-3 ; 3).
=3
6. Tinh:
a) lim (.1'4 — sz +x-1); b) lim (—23{3 + 3&"2 - 3)
X—+w X ——00
. J . _
oy limy Y2 —dxsS 2 4 i, Y lAE
X—>—o0 R S R §

7. Mot thau kinh héi tu cé tiéu cur 1a f. Goi d va d' 1an luot 1a khoang cach tir
mot vat that AB va tir anh A'B” ciia ndé téi quang tim O cua thidu kinh
(h.54). Céng thirc thiu kinh 13 x + 2 = L

d d f
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)
___...q——
e
f
l

Hinh 54
a) Tim biéu thitc xdc dinh ham s6 d' = @(d).

b) Tim lim @(d)., lim @(d) va lim ¢@(d). Giai thich ¥ nghia cua cac

f.-’—:rf+ d—f~ d—»+m

két qua tim duoc.

BAN CO BIET ?

Nha bac hoc Anh Niu-ton (Newton, 1642 — 1727) 13 ngudi dau tién dé xuat thuat
ngl "gidi han", dich tir chir La-tinh "Limes" c6 nghia la "bg", "mép" hay "bién gidi".
Tuy nhién, chinh Giu-rin (Jurin, 1684 — 1750), sau d6 Ro6-bin (Robins, 1697 — 1751),
Cé-si (Cauchy, 1789 — 1857) ... méi dua ra cac dinh nghia vé khai niém nay.

Nha toan hoc Dlc Vai-o-xtrat (Weierstrass) da trinh bay
moét dinh nghia hién dai vé khai niém gidi han, gan giéng
v6i dinh nghia sau day ma ngay nay van thuéng dudec dung
trong toan hoc.

"S6 b dugc goi la gidi han clia ham s6 y = fix) khi x — a, néu
véi moi £> 0, tén tai >0 saochovdix=zavalx—a|< 8
thi bat dang thirc |f(x) — b| < & dudc thuc hién." (Tu dién
toan hoc NXB KH&KT 1993).

Ki hiéu "lim" ma ta dung ngay nay la do nha toan hoc Thuy Si
Luy-lg (L'Huiller, 1750 — 1840) dua ra vao nam 1786.

Nhu vay, khai niém Gidi han chi méi ra dai & thé ki XVII.
Tuy nhién, tu tuwdng "gidi han" da xuat hién rat sém & Weierstrass

nhiéu nha bac hoc thai cé dai. (1815 — 1897)
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HAM SO LIEN TUC

Cau Dvor-so-vui o Xanh Pé-téc-bua (Nga) dang mo ra cho tau qua lai.

I- HAM SO LIEN TUC TAI MOT PIEM

%1
~ 2 ;
—x“+2néfux<-—1

Cho hai ham s6 fix) = x> va g(x)=42 néu—1< x<1 ¢6dé thi nhu Hinh 55,

—_rz +2néux=1

“y
e
L
)
-
ny

Pé thi ham s6 v = fx) Pé thi ham sé v= gfx)
Hinh 55
a) Tinh gia tri ca m6i ham sé tai x = 1 va so sanh véi gidi han (néu cé) cllia ham
s6dékhix —> 1
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b) Néu nhan xét vé dé thi clia méi ham sé tai diém c6 hoanh do x = 1.

(Ham s6 y = f{x) dudc goi la lién tuc tai x = 1 va ham sé y = g(x) khéng lién tuc tai
diém nay).

DINH NGHIA 1

Cho ham s6 y = f{x) xac dinh trén khoang K va xy € K.

Ham s6 y = fix) dugc goi 1a lién tuc taixgnéu lim f(x) = f(xp).
X=X

Ham s6 y = f(x) khéng lién tuc tai x5 duoc goi 1A gidn doan tai diém dé.

Vidu 1. Xét tinh lién tuc cua ham s6 flx) =

tai xg = 3.
K

Giai. Ham s6 y = f(x) x4c dinh trén R \ {2}, do dé xdc dinh trén khodng
(2 ; +0) chira xy = 3.

X

lim f(x)= lim

xr—3 T3 X =

=3 =3).

Vay ham s6 v = f{x) lién tuc tai xg= 3. |

II - HAM SO LIEN TUC TREN MOT KHOANG

136

DINH NGHIA 2

Ham s6 y = f(x) duoc goi 1a lién tuc trén mot khoang néu né
lién tuc tai moi diém clia khoang dé.

Ham s6 y = f(x) duwoc goi 1a lién tuc trén doan [a ; b] né€u nd
lién tuc trén khoang (a ; b) va

11r11+f(_1') = f(a), lm f(x)= f(b).

X—>da x—h

Khai niém ham s6 lién tuc trén ntra khoang, nhu (a ; b], [a ; +), ... duroc
dinh nghia moét cach tuong tur. Sk

NHAN XET /\
Do th,{ cuahham sﬂc”j 11&1} a1 ol N
tuc trén moét khoang Ia
mot "dudng lién" trén
khoang dé (h.56). Hinh 56

=¥

o
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s E i
Hinh 57 cho vi du vé& dé thi ¥
cia mét ham s6 khéng lién I
tuc trén khoang (a ; b).

--.n

\
il

Hinh 57
I - MOT SO PINH LI CO BAN

Ta thira nhan cac dinh 1i sau day.

DINH LI 1

_'\
a) Ham s6 da thire lién tuc trén toan bé tap s6 thue R .
b) Ham s6 phéan thite hiru ti (thuwong cta hai da thirc) va céc
ham s6 luwong gidc lién tuc trén tung khoang cta tip xdc
dinh cua ching.

/

DINH LI 2

(Gif’l str y = fix) va y = g(x) la hai ham s6 lién tuc tai diém\
xp - Khi do :

a) Cac ham s6 y = flx) + g(x), y= flx) — g(x) va y = fix).g(x)
lién tuc tai xy ;

f(x)

b) Hims6 y = lién tuc tai xy néu g(xy) #0.

g(x) -/

f2,t’2 —-2x i
Vidu 2. Cho hams6 h(x) =4 +—1 %

5 néu x = 1.

Xét tinh lién tuc cia ham s6 trén tip x4dc dinh cua né.

Giai. Tap xac dinh cia hAm s6 12 R .

2,1'2 — 2x
x—-1

Day 13 ham phén thirc hitu ti ¢6 tip x4c dinh 14 (=o0 ; 1) U (1 ; +0).

e Néux# 1, thi A(x) =

Vay né lién tuc trén moéi khoang (- ; 1) va (1 ; +0).

137
baitap365.com



A
A

138

e Néeux=1,tacd h(l)=5va

2w e
e it = Toan ot 2K . i PN i B §
x> ¥l x-=1 =1 x-—-1 =1

Vi lim A(x) # A(l), nén ham s6 da cho khéng lién tuc tai x = 1.
x—>1

Két ludn : Ham s6 da cho lién tuc trén cdc khoang (- ; 1) , (1 ; +o0) va

giandoantaix=1. W

2
Trong biéu thic xac dinh /i(x) cho & Vi du 2, can thay sé 5 bédi s6 nao dé dudc mét
ham s mdi lién tuc trén tap sé thuc R ?

3

Gia sir ham s6 y = flx) lién tuc trén doan [a ; b] v6i fla) va f{b) trai ddu nhau. Hoi
d6 thi cia ham sé ¢6 cat truc hoanh tai diém thudc khoang (a ; b) khéng ?

* Ban Hung tra I8i rang : “P6 thi cla
ham sé y = f(x) phéi cat truc hoanh Ox
tai mét diém duy nhat ndm trong
khoang (a ; b) ".

* Ban Lan khéng dinh : "Dé thi cGa ham
s6 y = flx) phai cat truc hoanh Ox it nhat
tai mot diém ndm trong khoang (a ; b)".
* Ban Tuan thi cho rang : "P6 thi cla
ham sé y = fix) c6 thé khong cét truc
hoanh trong khoadng (¢ ; b), chadng han
nhu dudng parabol & hinh (h.58).

CAu tra 16i chia ban nao dung, vi sao ? Hinh 58

DINH LI 3

Néu ham s6 y = flx) lién tuc trén doan [a ; b] va fla)f(ib) <0, thi
ton tai it nhat mot di€m ¢ € (a ; b) sao cho fic) = 0.

Minh hoa bang d6 thi (h.59). v
f(h)

a /
| :
Hinh 59 -1
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Dinh 1i 3 thuong duoc 4p dung dé chitng minh srr tén tai nghiém cta
phurong trinh trén moét khoang.

C6 thé phat biéu Dinh 1i 3 dudi mét dang khac nhu sau :

Néu ham s6 y = f(x) lién tuc trén doan [a ; b] va fla)f(b) < O, thi
phwong trinh fix) = 0 ¢6 it nhit mo6t nghiém nam trong
khoang (a ; b).

Vi du 3. Chirng minh rang phuong trinh X° 4 2x— 5= 06 it nhat mot nghiém.
Gidi. Xét ham s6 flx) = x> + 2x— 5.
Tacof(0)=-5vaf(2)=17. Do do, f(0)f(2) < 0.
y = f(x) 1a ham s6 da thirc nén lién tuc trén R . Do d6, nd lién tuc trén doan
[0 ; 2]. Tir d6 suy ra phwong trinh f{x) = 0 ¢6 it nhat mét nghiém xy € (0;2). ®m
CHU Y
Néu nhan xét thém rang f{1)(2) = —14 < 0 thi ta c6 thé két luan
phuong trinh ¢é it nhat mot nghiém trong khoang (1 ;2) < (0 ; 2).

4
%Héy tim hai s6 ¢ va b thoA man | <a < bh < 2, sao cho phuong trinh trong Vidu 3 &
trén cé it nhat moét nghiém thudc khoang (« ; b).

BAI POC THEM

TINH GAN DPUNG NGHIEM CUA PHUGNG TRINH.
PHUONG PHAP CHIA BOI

* Trong Vi du 3 & phan Ill, §3, ta da ching minh dudc rang phuong trinh
> +2x — 5 =0 cbé nghiém xg thuéc khoang (0 ; 2). Gia sif rang d6 la nghiém duy
nhat cla phuong trinh trén khoang nay.

Bang cach ap dung lién tiép Binh Ii 3, ta co6 thé tim dudc cac gia tri gan dung cla

nghiém x,. Ta lam nhu sau :

~ Budc 1 :Laysd 1= Dzi Ta c6, f(1) = —2. So sanh dau cda f(1) va dau cla

gia tri ham s6 tai hai dau mut 1a f(0) va f(2), ta thay : f(1).f(2) = -2.7 < 0. Do dé,
phuong trinh f{x) = 0 cé nghiém thuéc (1 ; 2). Nhu vay, x5 € (1 ; 2).
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—~ Buéc 2 : Lay sé6 1.5
Do d6, fix) = 0 cé nghiém thudc (1 ; 1,5). Nhuvay, x, € (1 1,3).

—~ Budc 3: LAy s6 1,.25=

1+
2

1+1,5

2 . Ta cé, f(1,5) = 1,375 va f(1).f1,5)=-2.1,375 < 0.

. Ta cé, £(1,25) = —0,546 875 va f(1,25)£1.,5) < 0.

Do d6, f(x) = 0 ¢6 nghiém thudc (1.25 ; 1.,5). Nhu vay, x, € (1,25 1.5).

Bang sau day trinh bay két qua tinh Ian Iuot clia cac bude 4, 5, 6, 7.

a+h , fa+h
a b fict) fib) f Nghiém
2 2 '
1.25 1.5 1.375 —-0.546 875 1.375 0.349609375 1.25 <xg< 1.375
1.25 1.375 1.3125 —-0.,5346 875 0,349609373 —0,114013671875 1.3125 <xg< 1.375
L3125 L1373 | 134375 | -0, 114013671875 0,349609375 0.113861083984375 1.3125 <xp< 1.34375
L3125 1,343751,328125| -0,114013671875 | 0,113861083984375 | —0,001049041748046875 | | 328125 <xp< 1.34375

1.

140

Néu dimg & budc 4, ta c6 1,25 < xy < 1,375. Nhu vay, cé thé c6 dudc cac gia tri

12541375

gan dung cla nghiém x,. Chang han la mot gia tri gan dung cla x,

véi sai s6 tuyét déi A < | 1,375 - 1,25] = 0,125.
Khi dimng & budc 7, ta c6 1,328125 <xp<134375.C6 thé Iﬁy_rﬂ ~ 1,335 937 5 vdi sai
s6 tuyet déi A < | 1,343 75— 1,328 125] = 0,015 625.

Néu tiép tuc quy trinh trén, ta tim dugc nhiing gia tri gan ding cla x, véi sai s6
cang ngay cang be.

Chu y. Trong qua trinh tinh toan, néu c6 s6 = ; b nao dé ma f[“;bJ: 0, thi két
luan nghiém x, = a-+b
- SRR >

e Viéc tim gia tri gan dang clia nghiém nhu trén sé dé dang hon néu sir dung may
tinh bo tui. Bac biét, may tinh bo tui cé chic ning lap trinh hay may vi tinh cé thé
cho phép tinh mét cach tu ddng va nhanh chéng gia tri gan dung cla nghiém vdi
sai s6 A rat bé.

Bai tap

=, - ~r ” - " oA * ~ i 3 X
Dung dinh nghia xét tinh lién tuc cua ham s6 flx) = x + 2x — | tai xp = 3.
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»

®

a) Xét tinh lién tuc cia ham s6 y = g(x) taixy = 2, biét

-~

3

% =8 . 49
N néu x
5 néu x = 2.

b) Trong biéu thitc xdc dinh g(x) & trén, cin thay s6 5 béi s6 nao dé ham s6
lién tuc tai xy = 2.

3x+2 nfux < -1

_1'2 —1 néux=-1.

Cho ham s6 f(x) =

a) V& d6 thi cia ham s6 y = f(x). Tir d6 néu nhan xét vé tinh lién tuc ctlia
ham s6 trén tip xdc dinh cua nd.

b) Khang dinh nhin xét trén bang moét chitng minh.
x +1

.rz +x—-6

Cho cédc ham s6 f(x) = va g(x) = tanx + sin x.

Véi moéi ham s6, hdy xdc dinh c4c khoang trén d6 ham s6 lién tuc.

Y ki€n sau ding hay sai ?

"Néu ham s6'y = f(x) lién tuc tai diém xy con ham s6'y = g(x) khéng lién
tuc tai xg, thi y = f(x) + g(x) la mét ham sé khong lién tuc tai xp "

Chirng minh rang phuong trinh :

a) 2% — 6x + 1 = 0 c6 it nhat hai nghiém ;

b) cosx = x c6 nghiém.

On tép chuong IV

Hay lap bang liét ké cdc gidi han dac biét ctia day sé va cdc gidi han dac
biét cua ham so.

-

Cho hai day s6 (u,) va (v,). Biét |“n = 2| <y, véimoin va limyv, = 0. Cé

H
két luan gi vé gi61 han cua diy s6 (u,,) ?

Tén ctia moét hoce sinh diroc ma hod bdi s6 1530. Biét rang mdi chir s6 trong
s6 nay 1a gia tri cia moét trong cdc biéu thite A, H, N, O véi :

A= lim3”_1 : H = lin{s]w2 + 2n —n];

n+ 2
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_ no_ n
N = lim\/JrT 2 ; 0= 111113 A .
3n+ 7 | s A0

Hay cho biét tén ctia hoc sinh niy, bang cdch thay cdc chir s6 trén bdi cic
chir ki hiéu bi€u thitc trong tng.

a) C6 nhan xét gi vé cong boi cia cdc cip s6 nhan lui vé han ?

b) Cho vi du vé mot cdp s6 nhan lui vo han cé cong boi 1a s6 Am va mot cap s6
nhan 1ui v6 han ¢6 cong boi 14 s6 duwong va tinh téng clia mbi cip s6 nhan dé.

Tim cac gidéi han sau :

2 ’

a) lim — >, b) lim *— e R

=2 YY"+ x4+ 4 x—=>-3 x° 4+ 3x
c) lim . : d) lim (—x3 + J{'Z —2x+1)

P e X >+

: xX+3 i \/.rz —2x+4 —x

e) lim : f) lim ;

r—=-on 3x —1 X—>—0 3x= |

2 3 o
Cho hai him s6 F(x) = 1— = va g(x) = - = E )
X X

a) Tinh lim f(x) ; Iim g(x); lim f(x) va lim g(x).

x—0 x—0 X—>+ X—>+m

b) Hai dudng cong sau day (h. 60) 13 d6 thi ctia hai ham sé di cho. Tir két
qua ciu a), hiay xdc dinh xem dudng cong nio 13 d6 thi ctia moéi ham s6 do.

[ &Y 47|

\
(

Hinh 60
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10.

11.

Xét tinh lién tuc trén R cta ham s6

r.rz —-x-2
gx)=9 y_9

| Fior néu x < 2.

néu x > 2

Chirng minh rang phuong trinh > — 3x" + 5x— 2= 0cé it nhit ba nghiém
nam trong khoang (-2 ; 5).

Baii tap trdc nghiém
Ménh dé nao sau day 1a ménh dé ding ?
(A) Mot diy s6 c6 gidi han thi luén luén tang hoac luén luén giam.
(B) Néu (u,,) la diy so6 tang thi limu, = +o.

(C) Néu limu, = +e0 va limv, = +eo thi lim(u,, —v,)=0.

(D) Néu u, = a" vi-1<a<0thi limu, =0.

1+2+3+...+n

n2+l

Cho day s6 (u,) véi u, =

Ménh dé nao sau day 1a ménh dé ding ?

(A) limu, = 0; (B) lim u,, zé . (C) limu, =1 ;

(D) Day (u,,) khong c6 gi6i han khi n — +e0.

Cho diy s6 (u,) véi u, = V2 + (2)> + ...+ (2)".

Chon ménh dé diing trong cdc ménh dé sau :

2
fonfd

(A) limu, =2 + W2)2 + ..+ W2)" + .=

(B) limu, = - ;
(O limu, = +o0 ;
(D) Déy s6 (u,) khéng c6 gidi han khi n — +o.
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13.

14.

15

144

Chon phuong dn diing :

lim o= | bang :
PN
(A)-1; (B) —o0; (C)-3; (D) +oo.
" ; - x?
Cho ham s6 f(x) =
X
lim f(x) bang :
X—>—0oh
(A) o0 ; (B) 1; (C) —o0 ; (D) —1.
Cho ham s6
4 néux#3
f(x)=<afx+1-2 "
m néu x = 3.

Ham s6 da cho lién tuc tai x = 3 khi m bang :

(A)4; (B)—1; ©1; (D) —4.

. Cho phwong trinh

—4x° +4x-1=0.
Ménh dé sai 1a :
(A) Him s6 f(x) = —4x3 +4x —1 lién tuc trén R ;
(B) Phuong trinh (1) khéng ¢é nghiém trén khoang (- ; 1) ;
(C) Phuong trinh (1) ¢6é nghiém trén khoang (-2 ; 0) ;

g = : 5 |
(D) Phurong trinh (1) c¢6 it nhat hai nghiém trén khoang [—3 : 3] ;
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BA0 HAM

PAD HAM

Trudc ddy, Dao ham va Tich phén dugc hoc tron ven trong Gidi tich 12, Ngay nay, phén
Li thuyét dao ham dugc hoc trong chuong trinh Dai 56 va Gidi tich 11 dé phuc vy kip thoi
cho viéc hoc cac b mbn khoa hoe khac nhu Vat I, Hod hoc, ...

O day, hoc sinh duge hoc dAy dli va hd thdng vé dao ham cp mdt tir céc bali toan dua
dén sy xust hién khal niém dao ham, dinh nghia, quy tic tinh va cdc cdng thixs dao ham
¢o bn va quan frong nht.

Dao ham cép hai dugc dua ra nham gilip cho viéc hiéu ban chét va cach tinh toan mét
khai niém quan trong clia VAt If 13 gia téc.

Dinh nghiia V7 phan duoe dua ra nhim chusn bj cho viée hoe Tich phén & Gidi tich 12.
Vi khéing c6 théi gian hoe & 1ép 11, phén Ung dung dao ham chuyén sang chuong diu
tién clia Gidi tich 12.
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PINH NGHIA VA Y NGHIA
CUA DAO HAM

I- DAO HAM TAI MOT PIEM

1. Cac bai toan dan dén khai niém dao ham

1

ﬁrﬂ@t doan tau chuyén dong thdng khéi hanh tir mot nha ga. Quang dudng s (mét) di
duoc clia doan tau 1a mot ham sé clia thai gian ¢ (phat). G nhimg phat dau tién,
ham s6 d6 1a s = .
Hay tinh van téc trung binh clia chuyén déng trong khoang [t ; fo]VGity=3var=2,
t=2y =29 t= 2899

Néu nhan xét vé nhiing két qua thu dugc khi 7 cang gan 7, = 3.

a) Bai toan tim van toc tic thoi

Mot chat diém M chuyén dong trén truc s'Os (h. 61).

s 0 s(ty) s(t) s

1 1 1 o

Hinh 61

146
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Quing dudng s clia chuyén déng 14 moét ham s6 clia thoi gian ¢
s = s(1).
Hay tim moét dai luong dac trung cho mitc d6 nhanh cham ctia chuyén déng

tai thoi di€m ¢.

Gidi. Trong khodng thdi gian tir #y dén 1, chat diém di duoc quing dudng 12
§ — 89 =8(1)— s(ty).

Né&u chat diém chuyén dong déu thi ti s6

s—58g _ s(t)— s(ty)

t— i t— i

12 mo6t hang s6 véi moi t.

” ] 5 ” - L) o 5 . . 5, " 7
D6 chinh la van téc cua chuyén dong tai moi thoi dieém.

_~ " - g - i ~ w L # &5 n o5 - -
Néu chat diém chuyén dong khong déu thi ti1 s6 trén la van tdc trung binh

ctia chuyén déng trong khoang thoi gian |r - .f0| .

Khi t cang gan ¢y, tic la |f - rﬂ| cang nhé thi vin téc trung binh cing thé

hién duwge chinh xdc hon mitc dd nhanh chim cta chuyén dong tai thoi
.7

diem f.

Tu nhén xét trén, ngudi ta dua ra dinh nghia sau day.

Gi6i han hitu han (néu c6)

; s(r) — sir
fiss (1) — s(ty)
t—>t, I — 1

duoc goi la vdn téc tirc thoi clia chuyén dong tai thoi diém 7.

D6 1a dai luong dac trung cho miic d6 nhanh chim ctia chuyén dong tai thoi
dlém f[}.

b) Bai toan tim cuong do tiuc thoi

Dién luong Q truyén trong diay dan 1a moét ham s6é cta thdi gian 7 :

Q=0(1).
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Cuong doé trung binh cia dong dién trong khoang thoi gian |r — rﬂ| la

7 ~0@) - Q(ry)
th — = :

Néu |r — rﬂ| cang nhé thi ti s6 nay cing biéu thi chinh x4c hon cudng do
dong dién tai thdi diém ;. Ngudi ta dua ra dinh nghia sau day.
Gi6i han hitu han (né€u c6)

lim o(r) — O(1p)

—>iy f—fﬂ

duoc goi la cwong dé tite thoi cua dong dién tai thoi diém 7.
NHAN XET

Nhiéu bai todn trong Vit li, Ho4 hoc, ... dua dén viéc tim gi6i

han dang lim F(0) — f (%)

X—>. '['l] X — ..:i‘[:l

, trong dé y = flx) la mo6t ham s6

da cho. Gidi han trén dan téi mét khai niém quan trong trong
Toan hoc, dé 1a khai niém dao ham.

2. Pinh nghfa dao ham tai mét diém

DINH NGHIA

Cho ham s6 y = f{x) xac dinh trén khoang (a ; b) vaxy € (a ; b).
Né&u tén tai giéi han (hitu han)

i £ = Fx)

X—>r. 'i'ﬂ X — J_'El

thi giéi han d6 duoc goi 1a dao ham cua ham s6 y = f(x) tai
diém xg va ki hiéu 1a f'(xy) (hoac y'(xg)), tiic 1a
fl(u’i'[]) = e iy = f(ﬁ'u) |

X=X X — Xp
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CHU Y
Pai lwong Ax = x — xy duoc goi la s6 gia clia doi s6 tai xy.

DPai luong Ay = flx) — flxg) = filxg + Ax) — fixy) duwoc goi 1a s6
gia trong tng cua ham s6. Nhur vay
A

. 2 B
y'(xg) = lim —.
0 Ax—0 Ax

3. Cach tinh dao ham bang dinh nghia
A
Cho ham s6 y = X Hay tinh y'(x,) bang dinh nghia.
D€ tinh dao ham clia ham s6 y = f{x) tai diém xy bang dinh nghia, ta c6é quy

tac sau day.

QUY TAC

7 B L. oo i il A el s, Hih N\
Ay = fixg + Ax) — fixg).

i o7
Buoce 2. Lap t1s6 =
Ax

Buoce 3. Tim lim ﬂ

Ax—0 Ax /

- r n =+ n, # 1 . * F
Vidu 1. Tinh dao him clia hAm s6 f(x) = — tai di€ém xy = 2.
X

Giai. Gia sir Ax 12 s6 gia cta d6i s6 tai xy = 2. Ta ¢

| | Ax

=4 i 2+Ax 2 2(2 + Ax)
Ay B 1 .
Ax 2(2 + Ax)

. Ay . —1 |

lim — = lim i,
Ax—0 Ax  Av—02(2 + Ax) 4

iy = —i. m
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Ta thira nhan dinh 1i sau day.

DINH LI 1

Quan hé giira sy tén tai cia dao ham va tinh lién tuc ciia ham sé

Néu ham s6 y = f(x) c6 dao ham tai x thi né lién tuc tai
diém dé.

CHU Y

a) Pinh 1{ trén trong dwong véi khang dinh :
Né&u ham s6 y = f(x) gian doan tai xy thi né khéng cé dao

ham tai diém do.

b) Ménh dé dao cia Pinh 1i 1 khéng ding.
Mot ham s6 lién tuc tai mot di€m cé thé khéng cé dao ham tai

diéem do.

Chang han, ham s6 JOx) = {I
v

lién tuc tai x = O nhung khéng c¢6 dao ham tai do.

Ta nhin xét rang d6 thi ctia ham s6
nay 14 moét dudng lién, nhung bi
"gdy" tai diém O(0 ; 0) (h. 62).

5. Y nghia hinh hoc cta dao ham

R’ 2

150

a) V& dé thi clia ham sé f(_r):%.
b) Tinh £'(1).
c) Vé duong thang di qua diém M(1 ; %)

va cé hé sé géc bang f'(1). Néu nhan
xét vé vj tri tuong déi clia duong thdng
nay va dé thi ham sé da cho.

a) Tiép tuyén cta dudng cong phang
Trén mat phang toa d6 Oxy cho dudng
cong (). Gia sir (C) 1a d6 thi ctia ham
s6 y=fix) vi My(xy ; f(xp)) € (C). Ki
hiéu M(x ; fix)) 1a mot diém di chuyén
trén (C). Pudng thang MyM 1a mot cat
tuyén cna (C) (h.63).

néux <0

2 nfux =0

=Y

Hinh 62

Hinh 63
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Nhan xét rang khi x — xy thi M(x ; flx)) di chuyén trén (C) téi di€ém
My (xg : f(xy)) va nguge lai. Gia str cdt tuyén MyM c6 vi tri gidi han, ki hiéu
la MyT thi MyT duge goi la tiép tuyén cua (C) tai My. Diém M, duoc
goi 1a tiép diém.
Sau diy, ta khong xét truong hop ti€p tuyén song song hoac trung vdi Oy.
b) Y nghia hinh hoc cta dao ham
Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh trén khoang (¢ ; b) va cé dao ham tai
Xg € (a; b). Goi (C) la d6 thi cta ham s6 dé.

DINH LI 2

Dao him clia ham s6 y = f(x) tai diém x; 12 hé s6 géc cna
ti€p tuyén MyT clia (C) tai diém My (xg ; flxg)).

Chirng minh. Gia sit M(xy + Ax ; flxy + Ax)) 12 diém di chuyén trén (C). Ta
co (h.64)

MyH = Ax, HM = Ay.

Hé s6 gbc cna cat tuyén MgM la tang, trong d6 @ la gbéc tao boi truc Ox va

vectd MyM nhu trén Hinh 64a hoac 64b. Ta c6

HM Ay
tﬂllg!? e = —
MﬂH &'{"
dl (© 1€

Sixp + Ax) Seo + Ax)

fixo) Jxy)

Hinh 64

151
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Khi M dan téi My (M — M,) thi Ax — 0 va nguoc lai.

Theo gia thiét, flx) c6 dao ham tai xy nén ton tai giGi han
Ay

f'(xg)= llm — = Ilim tang@.
Ax—>0Ax MM,

Vay khi M — M, thi cit tuyén M M din t6i vi tri gidi han 13 dudng thang

MT, c6 hé s6 gbéc bang lim tang = f'(xg).
M— M,

Dudng thang M,T 13 ti€p tuyén tai My cta (C).
Vay f '(xg) 1a hé s6 gbc cna ti€p tuyén tai My ctia do6 thi (C'). m

¢) Phuong trinh tiép tuyén

4
Viét phuang trinh dudng théng di qua M y(x, ; y,) va cb hé s géc k.

Tir ¥ nghia hinh hoc cia dao ham ta ¢6 dinh 1i sau day.

DINH LI 3

(Phlmng trinh ti€p tuyén ctia dé thi (') clia ham s6 y = f(,r)\'
tai diém My(xq ; flxg)) 12

y=2 = f'(x)(x = xp),

trong do v, = flx,).
3 g do yy = flxg) y

5
ﬁf}ho ham s8 y=-x+3x-2. Tinh y'(2) bang dinh nghia.

Vidu 2. Cho parabol y = e )
Viét phuong trinh ti€p tuyén cta parabol tai di€ém ¢6 hoanh d6 xy = 2.

Giai. Bang dinh nghia ta tinh duoce y'(2) = —1. Do d6, hé s6 gbc clia ti€p
tuyén la —1. Ngoai ra ta ¢6 w(2) = 0.

Vay phuwong trinh ti€p tuyén ctia parabol tai diém My(2 ; 0) 12
y-0=(-1).(x-2)hay y=—x+2. =
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6. Y nghia vat li cla dao ham

a) Van toc tiue thoi
Xét chuyén dong thang xdc dinh boi phwong trinh s = s(f), véi s = s(¢) 1a
mot ham s6 ¢6 dao ham. Nhur da thiy trong bai todn mé dau, van téce tire thoi

cua chuyén déng tai thoi di€ém ¢y 12 dao ham cta ham s6 s = s(7) tai ty :
v(tg) = s'(tp).
b) Cuong do tuc thoi

Néu dién lvong Q truyén trong day dan 12 mot ham s6 ctia thoi gian : Q = O(r)
(Q = Q(t) 1a mét ham s6 ¢6 dao ham) thi cudng doé tirc thoi cua dong dién

tai thoi di€m 7, 12 dao ham cta ham s6 Q = Q(1) tai 7 :

I(ty) = Q'(1p).

II - DPAO HAM TREN MOT KHOANG

6
%B‘éng dinh nghia, hay tinh dao ham clia cac ham sé ;

a) f(x) = X tai diém x bat ki : b) g(_r}:l tai diém batki x =0.
X

DINH NGHIA

Ham s6 y = flx) duroc goi la ¢6 dao ham trén khoang (a ; b)
néu né c6 dao ham tai moi diém x trén khoang do.

Khi dé, ta goi hamséf': (a; b) > R
x = f(x)

1a dao ham cta ham s6 y = f(x) trén khoang (a ; b), ki hiéu 1a

y hay f'(x).

2

Vidu 3. Him s6 y = x~ ¢6 dao ham y' = 2x trén khoang (- ; +o).
bl at 1 Pl b ] # i %
Hams6 y = — ¢6 dao ham y' = - — trén cac khoang (-0 ; 0) va (0 ; +0).
X X

153
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b

BAI POC THEM

PAO HAM MOT BEN

Cho ham sé y= f(x) xac dinh trén khoang (a:b) va Xq e (a:bh). Cé thé khoéng
ton tai gidi han (hitu han)

lim f(x)- f(-’f[])

X=X

0 Kz dogy

nhung ton tai cac gidi han mot bén

lim f(-t')—f(-f.;.)j lim f(-r)—f(xu)_

L * s ST .
XX, X -‘LU XX X _‘tﬂ

Khi d6, ta n6i ham sé c6 dao ham mét bén.

DINH NGHIA 1

Néu tén tai gidi han (hitu han) bén phai
: Jix) = f(-’fg)
lim ;

X —>_ru+ X=X

ta sé goi gidi han do |la dao ham bén phai clla ham sé y= f(x) tai

x=x, va ki hiéula f'(xy).

Tuong tu, gidi han (hitu han) bén trai (néu tén tai)
. Jx)- f(-rg)
lim

r=rx, X=Xy

dugc goi la dao ham bén trai cahamsd y= f(x) tai x=x, vakihiéu

la f'(xp).

Cac dao ham bén phai va bén trai dudc goi chung l1a dao ham mgt bén.

T cac tinh chat clia gidi han moét bén suy ra ngay dinh Ii sau day.

DINH LI

e

Ham s6 y= f(x) c6 dao ham tai x, khi va chi khi f'(_r[']"),
f'(xy) ton tai va bang nhau. Khi dé, ta cé

f'eg)=f'(xg)=f'(xp).

~
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Vi dy 1. Chimg minh rdng ham sé
2 o
X" néux=0
fo=| *
l —xnéux<0
c6 cac dao ham mét bén, nhung khéng cé dao ham tai x, = 0.

Giai. Tacd :

3 2
£'(0")= lim f(l)—f(()): lim 2—=0 ;
=0t  x-=0 et
Py g J PO g =B o
x—0" x-0 pu0™ X

Vay tai x, =0, ham sé nay cé dao ham bén phai bang 0, dao ham bén trai bang 1.
Vi cac dao ham bén phai va bén trai khac nhau nén ham sé khéng cé dao ham
tai Xg = 0. =

Vi dy 2. Xét su ton tai dao ham va cac dao ham mét bén clia ham sé
Flay= —VD W oneu x>0
2x néu x <0

tai diém x=0.

Giai. Vi
i 4
x)—f(0 " =0
g XSO . N0 1
r—0" x—0 1-=>0" x—0 r—=0* %/:
nén ham sé khéng cé dao ham bén phai tai x = 0.
Vi
x)— f(0 2x
iy A I, 2
0" x-0 vl X

nén ham s6 c6 dao ham bén traitaix=0va f'(07)=2.
T dinh I suy ra rang ham sé da cho khéng c¢6 daoham tai x=0. =
DINH NGHIA 2
Ham sé y= f(x) duoc goila cdé dao ham trén doan [a ; b] néu thod man
cac diéu kién sau :

Co6 dao ham tai moi x e(a ;bh) ;

C6 dao ham bén phai tai x=a ;
Co6 dao ham bén trai tai x = bh.

155
baitap365.com



L2

156

Bdii tap

Tim s6 gia ciia ham s6 f(x) = .r3, biét rang :
a)xg=1;Ax=1;
bl xgr=1 jAx= 0,1,

'&F 2 # s . s
Tinh Ay va I" cua cdc ham s6 sau theo x va Ax :
X
2
a) y= 2.5 byy=x .—1:
1
) y= 20 d) y=—

X
Tinh (bang dinh nghia) dao ham ctia mo6i ham s6 sau tai cdc diém da chira:

2 i
a)y=x +x taixy=1;

b)y:l tai xg = 2 ;
X
Xl _

c) y= tai xg = 0.
e

Chirng minh rang ham sé

(x — 1)2 néu x = 0
flef =4

—X néu x < 0
khoéng cé dao ham tai di€ém x = 0 nhung c6 dao ham tai di€ém x = 2.

Viét phuong trinh ti€p tuyén clia dudng cong y = X
a) Tai diém (-1 ; 1) ;
b) Tai diém c6 hoanh d6 bang 2 ;
c¢) Bi€t hé s6 géc clia ti€p tuyén bang 3.
1

Vi€t phuong trinh ti€p tuyé€n cua dudng hypebol y = — :
X

a) Tai di€ém [% : 2] :

b) Tai di€ém c6 hoanh do6 bang —1 ;
1

c¢) Biét rang hé s6 gbc clia tiép tuyén bang ——.
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. = 1 # 5 a
7. Mot vat roi tr do theo phuong trinh s = Egrz, trong dé g~ 9.8 111;’52 la gia

téc trong trrong.

a) Tim van t6c trung binh clia chuyén déng trong khoang thdi gian tir ¢
(t = 5s) dén t + At, trong cac truong hop At =0,1 s ; At=0,05s ; Ar= 0,001 s.

b) Tim van t6c titc thdi clia chuyén déng tai thdi diém =5 s.

QUY TAC TINH PAO HAM

I- DPAO HAM CUA MOT SO HAM SO THUONG GAP

1
ﬁDﬂng dinh nghia tinh dao ham clia ham s6 y= 0 tai diém x tuy v.
Du doan dao ham clia ham s6 y = x'"" tai diém x.

Viéc tinh dao him cua ham s6 bang dinh nghia ndi chung phic tap. D6i
v6i moét s6 ham s6 thudng gip, ta ¢é nhitng céng thirc cho phép tinh moét
cich nhanh chéng dao ham cta chiing tai mot diém.

DINH LI 1

% # I - n . . .
Hams6y=x (ne N,n>1)céd dao ham tai moi x € R va

(J(”)' _ H,\'”_l.

Chirng minh. Gia sir Ax 1a s6 gia cia x, ta cé :
e L
=1 —2 b0 =1
= (x+Ar— x) [(x+Ax)  +@x+Ax) “x+..FOa+Ax  +x ]

= Ax[(x+ A_r)”_] +(x-+ A_r)”_z X4 Lo (e &ur)x”_z + x”_]] ;

]

157
baitap365.com



n—1

A : : ;
&_y = (x + Ax)" : + (x + Ax)" 2_1’ ¥ oo+ (e + Anx" . +x
”

Ry - " - .
lim — = x" L oL o 1} = !
Ar—0 Ax n 56 hang
Vay (xX")' =mx" ™. m
NHAN XET
a) Pao ham ctia hAm hang bang O : (£)"=1

b) Dao him ciahim sé y=xbang 1 : (x) =1.

2
ﬁ(}hﬂ’ng minh cac khng dinh trong nhan xét trén.

DINH LI 2
4 , o ™
Ham s6 y = \/: c6 dao ham tai moi x duong va
: 1
(Wx) = T
\. o >

Chirng minh. Gia str Ax 1a s6 gia cua x duong sao cho x + Ax > 0. Ta c6

&yZ\/,rJrﬂu'—\/;;

Ay _ N+ Ax — fx _ (Wx + Ax — JX)(fx + Av + Jx)
Ax Ax Ax(fx + Ax + \/? )

X+ Axv — x |
- Ax(nx + Ax + \E) - o+ Ax + \/: ,

lim ﬁ: Lim 1

1 _
Av—=0 Ax  Av—>0 +fx + Ax + -\/T - 2\/.? .

Viy dao ham cua ham s6 y = Jr 1A i

2y
C6 thé tra 1i ngay dugc khéng, néu yéu cau tinh dao ham clia ham sé f(x) = \/;
taix=-3;x =47

|

2
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I - PAO HAM CUA TONG, HIEU, TICH, THUONG

1.

A

Pinh li

DINH LI 3

] » 5 # s 4 # 5, . A \
/Gla str u = u(x), v=v(x) la cAc ham s6 c6 dao ham tai diem
x thuéc khoang xac dinh. Ta cé

(u+v)'=u+v (1)
Ci==) =t ==y (2)
(uv) = u'v + wv' (3)

u) u'v—uy' o
\ (;] 3 (v =v(x) % 0). (4) /

Chitng minh. Ta chirng minh cac coéng thire (1) va (2).

Xétham y = u+ v. Gia sir Ax 12 s6 gia cta x. Ta c6 s6 gia twong itng cua u

laAu,cunaviaAvvaciay=u+vla

Ay=[(u+Au)+ (v +Av)] - (u+v)=Au + Av.

A Au+ Av
Tirds 2 =21,
Ax Ax
Ay A Av
lim ) 8 lim —”+ lim —1=Hl+ v'.

Ax—0 Ax  Av—0 Ax  Av—0 Ax
Vay (u+v)' =u" +v'.
Chirng minh twong tr,tacé (u—v)' =u'—v'. |

Bang quy nap todn hoc, ta chirng minh dwoc

(T Uyt otuy) = uizuyrt..xu,.

Cac cong thire khac duoc chirng minh twong tr.

4
Ap dung cac céng thic trong Pinh Ii 3, hay tinh daoc ham clia cac ham sé

¥ o= 5x° — 2x° i —xa\/;.
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2

Vidu 1. Tim dao ham cta ham sé y = - xt e alx.

Gidi. (X2 — x* 1 %) = 2x - 43 4 —— . m
2/x

Vidu 2. Tim dao ham cua ham sé y = .r3(\/; = 27,

Giai. Ta cé

P x = )] = () Wx - )+ Bfx = )

= 3x? (\/; — xﬁ) + o [2\1/7 - 51‘4]

= 3..1*2 X + A’3( 1 — 83{4]. |

2x

Hé qua
HE QUA 1
Néu k 12 mot hang s6 thi (ku)' = ku'.
HE QUA 2
1 | V'
o i S (1" = 1’(.1‘) e 0)
"l.-" _".2

5
ﬁHéy ching minh cac hé qua trén va Iay vi du minh hoa.

160

| — 2x
x+3

Vidu 3. Tim dao ham cia ham sé y =

Giai. Ta c6

[1 = 2_1"]' (1= 2x)"(x+3) = (1 - 2x)(x + 3)'

x+.3 (x + 3)%
x4 -(1-2x) -7
= 5 = 5 - N
(x + 3) (x+ 3)
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III - PAO HAM CUA HAM HOP

1. Ham hop

y = fgx)).

Hinh 65

Gia str # = g(x) 12 ham s6 cua x, xac dinh trén khoang (a ; b) va 1dy gia tri trén
khoang (¢ ; d) ; y= flu) 1a ham s6 cua u, xac dinh trén (¢ ; d) va 14y gia tri trén
R . Khi d6, ta l4p mét ham s6 xac dinh trén (a ; b) va ldy gia tri trén R theo
quy tac sau (h.65) :

x — fg(x)).

Ta goi ham y = f{g(x)) 12 ham hop cua ham y = f(u) véi u = g(x).
Vidu4. Hims6 y= (1 - ,1'3)1[} 12 ham hop clia hAm s6 y = u'Ovéiu=1-x.

Vi du 5. Ham s6 y = sin(@t + %) la ham hop ciia ham s6 y = sinu vdi

U= wt+ ¥, @, y1a nhitng hang s6.

R

Ham s y=+/x’ +x+1 la ham hop clia cac ham sé nao ?

2. Pao ham cua ham hop

Ta thira nhan dinh 1i sau day.

DINH LI 4
/_ ~ . * _ = = = ~ ' = s # _ \
Néu ham s6 u = g(x) c6 dao ham tai x la u', va hams6 y = flu)
c6 dao ham tai u la y', thi ham hop y = flg(x)) c6 dao ham tai
x la
\ Vg 5 Vol xo F
161
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Vidu 6. Tim dao ham ctia ham s6 y= (1 - 2r)3.

Giai. Dat u=1-2x thiy= 0w, Vi = 3u?, u' = =,

Theo cong thire tinh dao ham ctia ham hop, ta ¢é

¥ £y, = 30t (D) =.6u.

Vay y'. = —6(1 — 2x)°. m

5
Ix—4

Vidu 7. Tim dao ham cua ham sé y =

Giai. Dat u=3x-4thi y= E
u

Theo céong thire tinh dao ham ctia ham hop, ta c6

R . -
) o W’ (3}(—4)2.

Bang tom tat

(H+v—-w)=u+v —w
(ku)' =ku' (k12 hang s6)

(uv) = u'v+ u

[{fjl — ”IV— j'_ﬂz'
'l'__!' 1?2
[ ljl ) _-FI

¥ 1,,-'2

Y x =Yy o U

Bdi tap
1. Bang dinh nghia, tim dao ham ctia cdc ham s6 sau :
a) y= ?+x—x2tz_1i.r[}= l;
b)y=x"—2v+ 1 taixg=2.
162
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2. Tim dao ham cta c4dc ham s6 sau :
a) y= A‘j — 4_1'3 + 2x—3; b) y= l — ll + .1'2 — O,S.Jvf4 :
4 3
4 3 2
X 2 4;
o y=— 2 g, d) y=3x (8- 3x)).
2 3 5
3. Tim dao ham cua cdc ham s6 sau :
7 23 2 i
a) y=(x" — 3x7) b) y=("+1)(5-3x7);
2x 3= DX
c)y= : d) y= =
2 -1 X2 —x+1
" 3
e) y= (m + —2] (m, n 12 c4c hang s6).
X
4. Tim dao ham cta c4c ham s6 sau :
ﬂ)_}’:fz—ﬁ"\/;—l-l; b)yz‘\/Z—Sr—xz
3 :
c)y:;(alﬁhﬁngsﬁ); d) y= < B

a’ — x* Vi-x

S. Choy= ©—3x2+2 Timxdé:
a)y >0; b) v < 3.

PAO HAM CUA HAM s6

§3 LUONG GIAC

A 2 Sinx
1. Gidi han cua

X
a
sin0,01 smin0,001

Tinh , bang may tinh bo tui.
0,01 0,001

Ta thira nhan dinh 1i sau day.
163
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DINH LI 1

. SI X
Iim =1
xr—0 X
\ ) . tan x
Vidu 1. Tinh lim
r—0 X
Giai. Ta c6
. tanx y sinxy | . sImXx .. |
Ihim = lim ; = lim . lim =]1. H
r—0 X x—0 X COS X rx—=0 Xx x—0 cosx
5 ; . sin2x
Vidu 2. Tinh lim
x—0 X
e we  TEIIYAR : sin2x . sin2x
Giai. lim = lim 2[ ] = 2 lim s = 2. W
=0 X =0 2x r—=0 2x

Bao ham cia ham sé y = sinx

DINH LI 2

[ Ham s6 y = sinx c6 dao ham taimoix € R va (sinx)' = cosx ]

Chirng minh. Gia str Ax 1a s6 gia cuax. Tacé:

Ay =sin(x + Ax) — sinx = 25111%.005[&’ + %) ;

i E sinE
Ay [ &x] s [ &r] P)
— = J2cos| x + = cos| x + A
X Ax Ax
2
Ax
Av | A | sin—
lim s lim CDS[IJr—r]. lim 2 .
Av—>0 AX  Ax—0 Ax—0 Ax
£
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— Ax 5 % o ;
Vi lim cos(.r + — | = cosx (do tinh lién tuc cua ham s6 y = cosx)

Ar—0
o Ax
Sin—
- - ; Ay
va lim = = |l nén lmm —— =1.cosx= coswx.
Av—0 Ax Av—0 Ax
)

Viy y' = (sinx)' = cosx. W
CHU Y

Néu y=sinu va u= u(x) thi

(sinu)' = u'.cosu.

r n ? W - -~ T[
Vidu 3. Tim dao ham cua ham s6 y = 5111[335 + g] :
= T -- T[ ~ ! n b
Giai. Dat v = 3x + 3 thi ' =3 vay=sinu.
- ] 1 1.[
Tacd y' = u'cosu = BCDS[SJ + g] .
3. Pao hamcla ham sé y=cosx

ﬂz

E: 3 o ; T
Tim dao ham clla ham sé y = sm[g—.t‘j.

DINH LI 3

[ Ham s6 y=cosx c6 dao ham tai moix € R va (cosx)' = — shlx]

5 i # = T[ . 3. - .
Tir nhian xét cosx = sin [5 — x] suy ra ngay diéu phai chirng minh.

CHU Y.

Néu y = cos # va u= u(x) thi

(cosu)' = —u'.sinu.

165
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> = ki w, - 3
Vidu 4. Tim dao ham cua ham s6 y = cos(x™ — 1).

a Ta i 3 &, ] 2 s,
Giai. Dat u=x" — 1 thi «'= 3x" vd y= cos u.

Ta co

' e 2 3
y=—-usinu=-3xsin(x —1). B

4, Pao ham cla ham sd y=tanx

3

T

Tim dao ham clla hamsé f(x)= S [_Ti 5+ kn, ke |

COS X

DINH LI 4

(tanx)' =

.

ot i s w - = T[ u,
Ham s6 y=tanx cé dao ham tai moi x # — + km, k € Z va

2

~

/

Ap dung quy tic tinh dao ham ctia mét thwong d6i véi ham s6 tanx =

suy ra diéu phai chirng minh.

CHU Y

Néu y=tanu va u = u(x) thi ta cé

i

(tanu)' =
cos” U

Vidu 5. Tim dao ham cua ham s6 y = tan(3x” + 5).

T P 2 = ] =
Giai. Dat u=3x"+ 5thi ' = 6x va y = tan u.
Ta cé
u' 6x

cos? u 0052(33‘2 + 3)
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5. Pao ham cla ham sé y=cotx

4
%Tim dao ham clia ham sé

yis taﬂ[g — x] véi x Zkm, k e Z.

PINH LI 5
(" Ham s6 y= cotx c6 dao ham tai moi x # kmn, k € Z va )
1
(cotx)' = — =
\ sin” x y
CHU Y
Néu y = cotuva u= u(x), tacd
(cotu)' = — ”2
sin” u
Vidu 6. Tim dao ham cua ham s6
yi= C0t3(3j‘ —1).
Giai. Dat u= cot(3x— 1) thi y = 0.
Theo céng thitc dao ham cua ham hop, ta cé
1 0 ' ! e, 2 1
Y=y, u,=3u"u',
= 3cot?(Bx — D[cot(3x — )]’
= 3cot?>(3x - 1). _(23“" =D
sin“(3x — 1)
= 3cot?(3x — 1). > =
sin“ (3x — 1)
. 9c052(3,r —1)
sin?(3x — 1)
167
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168

BANG PAO HAM

[,: |

(u")' = nu”_] A

[l]' o
7 32

1 u
(Vu) o

(sinx) = cosx

(sinu) = u'.cosu

(cosx) = —sinx (cosu) =—u'.sinu
, ] , u'
(tanx)' = (tanu)' =
cos” X cos
: 1 : u'
(cotx)' = — > (cotu) = —
sin” x sin” u
Bdi tap
Tim dao ham ctia cdc ham s6 sau :
x—1 2x + 3
a) y = ; b) y = ;
Sx — 2 T —3x
x2 4+ 2x+3 X4 Tx+3
c)y= : d)y=— :
3 = 4.,7{' A 33[‘

Giai cac bat phwong trinh sau :

,1'2 +x+2 _

a) y <0véi y =

b)y=20véi y =

c)y >0vél y=

x -1
,‘{'2—|—3 ‘
x+1 7

2x —1

xz +x+4
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Tim dao ham ctia cdc ham s6 sau :

Sin X + cos.x

a) y= 3sinx — 3cos x ; b) y = — :
SINX — COSX
c) y=Xxcotx; d) y= =
X Sin .x
&y = \/1 + 2tan x ; f) vy = sin¥1 + ”1'2.
Tim dao ham ctia cdc ham s6 sau :
1
a) y= (9= 20)(2% — 9x” + 1) ; b) y = {6\/;——2](?.1"—3) :
x
c)y=(x-2) 4 : d) y= tan’x — cotx”
e) y = cos Al
l +x
(1 e s . TIX
Tinh fl( ) , biét rang flx) = ¥ va o(x) = 4x + smE.
@'(1) 2

Chirng minh rang cdc ham s6 sau c¢6 dao ham khoéng phu thuoc x :

- 6 L 2
a) y=sin x + cos x + 3sin x.cos x ;

b) yzcusz E—,r + cos’ E+.r + cos? 2—ﬂ—,1' oA
3 3 3

27 ,
+c052 [T + x] - 251112

Giai phuong trinh f'(x) = 0, biét rang :
a) flx) = 3cosx + 4sin.x + dx ;

B = Le=sinfiit-a4 2(:05[2“ 8 ""].

Giai bat phrrong trinh f'(x) > ¢'(x), biét rang :

a) f(x)= 4 x— \5, g(x) = 3% 4 x4 -\E :

2
b) f(x) = Ppdos g \E g(x) = g % - -\/?:
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1. Pinh nghia

j EChnhmnsﬁ;1u:wﬁixﬂ:4uéax:oin.Tmhfmm)aa

Cho ham s6 y = flx) xdc dinh trén khoang (a ; b) va ¢6 dao ham taix € (a ; b).
Gia sir Ax l1a s6 gia cna x.

Ta goi tich f'(x)Ax 1a vi phdn cia ham sé y = flx) tai x tng vdi
s gia Ax, ki hiéu la df(x) hoac dy, tirc la

dy = df(x) = f'(x)Ax.

CHU Y
Ap dung dinh nghia trén vao ham s6 y = x, ta ¢6

dx=d(x)=(x)Ax=1.Ax= Ax.

Do d6, véi hams6 y = f(x) tacd
dy = df (x) = f'(x)dx.
Vidu 1. Tim vi phan cia cdc ham s6é sau :
a) y=x3— Sx+1;
b) y= sin’x.
Giai
a) y:hrs— dx+1,y' = -5,
Vay dy=d(x’ - 5x + 1) = y'dr = (3x" — 5)dx.
b) y= 511131, e 3sin’x COSX.
Vay dy = d(sin}x) = ydx = 3sin’x cos.xdy. W
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2. Ung dung vi phan vao phép tinh gan ding

12

Theo dinh nghia clia dao ham, ta cé

f'(xp) = lim ﬁ

Ar—0 Ax
Do dé véi |Ax| dd nhd thi
A
f’ ~ f'(xg) hay Ay m f'(xp)Ax.
"

Tirdoé, tacd f(xg + Ax) — f(xg) = f'(xg)Ax

hay | f(xp +Ax) = f(xg) + f'(xp)Ax.

D6 1a cong thire tinh gin diing don gian nhét.

Vidu 2. Tinh gia tri gan diing clia +/3,99.
1

Wx

Theo céng thire tinh gan ding, voi xg =4, Ax=-0,01 tacé
f(3,99) = f(4-0,01) = f(4)+ f'(4(-0,01),

titc 12 4/3,99 = 4f4 — 0,01 » J4 o+ ﬁ.(—0,0]) =1,9975. =

Gidi. Dat f(x)=«x,tacé f'(x)=

B tap

Tim vi phin cta cdc ham s6 sau :

Jx

a+ b

b) y= (x% +4x + (x> = V).
Tim dy, biét :

a) y= (a, b 1a céic hang s6)

2
a) y=tan x;
COS X

1 - .t'z |

b) y=
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DAO HAM CAP HAI

I - bINH NGHIA

1
%Tl’nh y' va dao ham cla y', biét :

a)y= - 5x% v 4x;
b) y = sin3x.

Gia str hAim s6 y = f(x) c6 dao ham tai méi di€ém x € (a ; b).
Khi d6, hé thie y' = f'(x) xdc dinh mét ham s6 maéi trén khoang
(a ; b). N€u ham s6 y' = f'(x) lai ¢6 dao ham tai x thi ta goi dao
ham cua y' 1a dao ham cép hai cua ham s6 y = f{x) tai x va ki
hiéu la y" hoac f"(x).

CHU Y
* Dao ham cép 3 clia haim s6 y = f(x) dwoc dinh nghia tuwong tu
va ki hieu 1a y" hoac £"(x) hoac £ (x).

e Cho ham s6 y = f(x) c6 dao ham cap n — 1, ki hieu 1a £~V (x)
(ne N,n=4). Néu f(”_”(x) c6 dao ham thi dao ham ctia né

duoc goi 14 dao him cdp n cua fix), ki hiéu 1a y(”} hoac £ (x).

L=

r ) 5 =,
Vidu. Véi y= x" thi

3 (LK g 2
, ¥ = 060x",

P 5.1'4, ¥ = 20x
Jf‘m} = 120x, ytj} =120 va y("}: 0véin>S5.
172
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II - Y NGHIA CO HOC CUA PAO HAM CAP HAI

2
| v
Mot vat roi tuv do theo phuong thing ding cé phuodng trinh SZngl (trong do

g=9038 mfsz). Hay tinh van téc tlrc thai v(7) tai cac thoi diémzy=4s ;1 =4.1s.
£ oy e NV .
Tinh ti s6 E trong khoang At = t — 1.

Xét chuyén doéng xdc dinh boi phwong trinh s = (1), trong dé s = f(r) 12 mot
ham s6 ¢6 dao him dén cAp hai. Van t6c tite thoi tai f ctia chuyén dong 13

v(t) = f'(1).
Lay s6 gia A tai t thi v(f) c6 s6 gia twong itng 1a Av.

)] - &‘l, = = - n, ¥ x bl
Ti s6 " duoc goi 1a gia téc trung binh cua chuyén dong trong khoang
[

thoi gian Ar. N€u toén tai

0l = Ty e o,
At—0 At

ta goi v'(1) = () 12 gia téc titc thoi ctia chuyén dong tai thdi diém .
Viv(t)=f'(t) nén

y(t) = 1)

1. Y nghia co hoc

Dao ham cap hai f "(f) 14 gia téc titc thoi cia chuyén doéng s = f(r) tai thoi
diém t.

3

Tinh gia téc tic thdi clia su'rdi tu do s = %gﬁz :

2. Vidu

Xét chuyén déng cé phuong trinh
s(t) = Asin( @t + @) (A, @, @la nhitng hang s6).
Tim gia t6c tite thai tai thoi diém ¢ ctia chuyén doéng.
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Giai. Goi v(t) 14 van t6c tirc thoi ctia chuyén dong tai thoi diém ¢, ta ¢

v(t) = §'(t) = [Asin(@t + @)] = Awcos(wt + @).

Vay gia t6c tire thoi ctia chuyén déng tai thoi diém 7 13

%1) = 5"(1) = V(1) = —Aw’ sin( @t + ).

Bdii tap
a) Cho f(x) = (x + 10)°. Tinh £ "(2).

b) Cho fix) = sin 3x. Tinh f"[— ;] £0), " [%]

Tim dao ham cdp hai ctia cAc ham s6 sau :

1 1
a) y = ; b) vy = ;
l — x -\/] 2 P
c) y=tanx ; d) y= cuszx.

BAN CO BIE

LAI-BO-NIT (LEIBNIZ)

Péng thai va déc lap v6i Niu-ton, nha bac hoc ngudi
Plc Lai-bo-nit [a ngudi phat minh ra phép tinh vi phéan

va tich phan. Nhiéu ki hiéu nhu %,If(_r)dr, ... va
N

thuat ngtr nhu "vi phan”, "tich phan" ... do Lai-bd-nit
dura ra van con dudce sir dung dén ngay nay.

Céng thirc tinh dao ham cép » cla tich hai ham u.v (1 va
v c6 dao ham dén cap n) sau day la clia Lai-bo-nit

@)™ = 4"y 4 C:Iu(”_”v g Cﬁum_z]v e

g C;’:u[”_*”}r[‘”} g, Ci;_lu Siopll

baitap365.com
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Cé thé chiing minh coéng thifc trén bang phudng phap quy nap.

Lai-bo-nit sinh ngay 1-7-1646 tai Lai-xich (Leipzig). Cha éng la Giao su luan Ii da
mat khi ong md&i 6 tudi nhung éng da kip thira hudng & ngudi cha long ham mé
mon Lich sir. Ngoai nhimmg budi hoc & tru’dng, Lai-bo-nit tu trang bi kién thirc nho
thuong xuyen doc sach trong thu vién cla cha. Ong hoc tiéng La-tinh Itc 8 tudi,

dén ‘IO tudi, Dng da lam tho bang tleng La-tinh. Sau d6, nng hoc tiéng Hy Lap va
rat gml thir tleng nay nhd su cé gang rat I6n. Ndm 15 tudi, Lai-bo-nit 1a sinh vién
luat cia Trudng Pai hoc Téng hop Lai-xich. Trong hai nam dau, ngoai viéc theo
hoc Luat, 6ng doc rat nhiéu sach vé Triét hoc, ndm 17 tudi (1663), nhd ban luan
van xuat sadc vé mét trong nhimng hoc thuyét 16n vé Triét hoc, Lai-bo-nit duodc
nhan Bang Cl nhan.

Mua hé 1663, Lai-bo-nit chuyén sang hoc cac giao trinh toan ctia Erhard Weigel
& Trudng Pai hoc Téng hdp léna.

N&m 20 tudi (1666), éng trd lai hoc Luat & Lai-xich va chuan bi thi |1y Bang Tién
si. Vi ghen ti, ngudi ta tor chéi cdp Bang Tién si cho Lai-bo-nit. Ho néu i do 1a éng
con qua tré. Song that ra vi 6ng hiéu biét vé luat nhiéu hon tat ca cac giao su &
Lai-xich cong lai.

Chan ngay thai dd hep hoi bao trum Truong Pai hoc Lai-xich, éng rdi thanh phé
qué huong dén Nuy-rAm-be (Nuremberg). o) day, éng dudc phong hoc vi Tién st
vao ngay 4-11-1666 nhdé céng trinh vé phuong phap giang day méi vé luat.
Hon nira, ngudi ta con mdi 6ng gil chifc vu Giao su luat, nhung éng tir chéi.
Lai-bo-nit da soan céng trinh vé gidng day Luat va dé xuat k& hoach cai tién cla
minh trén duong di tir Lai-xich dén Nuy-rdm-be. Mét trong nhimg dac trung cla
cudc ddi Lai-bo-nit 1a éng cé thé lam viéc trong bat ki diéu kién nao, & bat ki dau,
va trong moi thdi diém. Ong doc, viét, nghién ngdm khéng nging. Ong da viét
phan 16n cac céng trinh toan hoc clia minh (khéng ké nhing céng trinh dic sic
vé rat nhiéu linh vuc khac nhau) trong cac chuyén xe ngua trén nhing con dudng
nho & chau Au héi thé ki XVII khi 6ng phai di day, di d6 theo yéu cau clia khach
hang. Hoat déng khéng mét moi nay cla éng da dé lai cho ching ta mét khdi
luong gidy viét di loai, di c¢d va phai I16n nhu moét déng cd khé, chua kip phan
loai, va mdi chi dudc céng béd moét phan. Ngay nay, phan 16n sé gidy nay con
dang dudc dong gobi trong moét goc clia thu vién Hoang gia 6 Ha-n6-vo (Hanover).

That khé tin dudc rang chi mét cai dau lai cé thé san sinh ra dudc toan bd tu
tudng (da hodc chua in ra) ma Lai-bo-nit da dé lai trén nhig trang gidy kia. Piéu
lam cac nha gidi phau ngac nhién |a sau khi do va quan sat hép so ctia Lai-bo-nit
ngudi ta nhan thay rang né nhd hon nhiéu so vdi hdp so clia mét ngudi binh
thudng (Khéng hiéu Igi dén dy cé that hay khéng !).

Ong la nha bac hoc 16n trong rat nhiéu linh vuc (Luat, Tén giao, Chinh tri, Lich
str, VAn hoc, Logic, Triét hoc, Toan hoc, Siéu hinh). Chi can cé mét trong nhiing
cong hién trén day clia éng cing dd Ivu danh hau thé. Ngudi ta bao Lai-bo-nit 14
mot vi du ching té cau phuong ngén "Biét nhiéu nghé, chéng gidi nghé nao"
khéng dung.

Ong la ngudi sang lap Vién Han lam Khoa hoc Birc ma 6ng la vi Chi tich dau
tien. Ong mat vao ngay 14-11-1716 & Ha-né-vo trong cé don.
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On tép chucng V

Tim dao ham cta cdc ham s6 sau :

.r3 ,1’2

a) y=—-—-——+x-95;
3 2

3x% — 6x+7
c) y= :
4 x

1+x
1-+x

e) y=

Tim dao ham cta cdc ham s6 sau :

' COS X
a) y = 2J;smx = :
X
I2 + 2cost
c) y= : :
sinf
tan.x
e) y=——
SII X 4 2

2 4 5 6

B) 3 B ——r—relt —mre—n)
X ,rz x3 7,1'4

d) y=[3+3.r](\/1—1);

X

il
By e X 2—|—7,r+5.
x° — 3x
3cosx
b & ;
2= o
2cos@ — sin

3sing + cos@

cotx

B
= =1

Cho ham s6 £(x) = +/1 + x. Tinh A3) + (x — 3)f'(3).

Cho hai ham s6 f(x) = tanx va g(x) = ! . Tinh LA
L= g'(0)
Giai phwong trinh f'(x) = 0, biét rang
f(x)=3x +@—%+5
X x
Cos.X fi @

Cho fi(x) =

Vi€t phuwrong trinh ti€p tuyén :
X+

a) Ctua hypebol y =

b) Cua duwong cong y = X4 A

, [5(x) = xsinx. Tinh

fh

tai diém A(2 : 3) ;

— 1 tai diém c6 hoanh d6 xy= -1 ;

c) Clia parabol y = x°— 4x+ 4 tai diém c6 tung do y, = 1.

baitap365.com



10.

11.

13.

Cho chuyén déng thang x4c dinh bdi phuong trinh § = £ e B e Ot, trong
d6 t duoc tinh bang gidy va § dwoc tinh bang mét.

a) Tinh van t6c clia chuyén doéng khir= 2 s.

b) Tinh gia t6c cta chuyén dong khi t= 3 s.

c¢) Tinh gia t6c tai thoi diém van tée triét tiéu.

d) Tinh van t6&c tai thoi diém gia tée triét tiéu.

Cho hai ham s6

7

X

1 .
) = mm— Yy Y = .
N - o1

Viét phuong trinh ti€p tuyén véi dé thi cia mdi haim sé di cho tai giao
diém ctia chiing. Tinh géc giita hai ti€p tuyén ké trén.

Baii tap trdc nghiém

Chon phuong dan diing :

2. e
Véi g(x) = 2 2"11+ : ; ¢'(2) bang :
X —

(A)1; (B3 ; ()~ § (D) 0.
Néu f(x) = sin"x + x° thi if "[— %] bang :

(A)O; (B) I'; (C)-2; (D) 5.

. Gia sit h(x) = 5(x+ 1)° + 4(x+ 1).

Tap nghiém cta phwong trinh 4"(x) =014 :
(A)[-1;2]; (B) (=0 ;0] ; (©) {-1}; (D) @.

X’

Cho f(x :;—i—;—kx.
f(x) g

Tap nghiém cua bAt phwong trinh f'(x) < 0 1a
(A) D ; (B) (0 +) ; (O [-25 2] ; (D) (-0 ; +0).
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On té@p cudi ndm
I - CAU HOI

1. Néu dinh nghia cic ham s6 luong gidc. Chi rd tAp xdc dinh va tip gii tri
cua tirng ham sé dé.

2. Cho biét chu ki cia m6i him s6 y = sinx, y = cosx, y= tanx, y= cotx.

3. Neéu cich giai cdac phuong trinh lwong gidc co ban, cich giai phuong trinh
dang asinx + bcosx = c.

4. Viét cong thite tinh s6 hodn vi cta tip gébm n phan tir (n > 1). Néu vi du.

5. Viét cong thite tinh s6 chinh hop chép k ctia n phén tir, c6ng thitc tinh s6 t&

hop chép k cua n phan tir. Cho vi du.

6. Viét cong thire nhi thice Niu-ton.

7. Phét biéu dinh nghia x4c suit (c6 dién) clia bién c6.

8. Neéu ro cdc bude chimg minh bang phuwong phip quy nap todn hoc va cho
vi du.

9. Phat biéu dinh nghia cAp s6 cong va cong thife tinh téng n s6 hang dau tién
cua mot clp s6 cong.

10. Ph4t biéu dinh nghia cAp s6 nhan va c6ng thifc tinh téng n s6 hang diu tién
cua moét cap s6 nhan.

11. Day s6 (u,) thoda man di€u kién gi thi duge goi 1a ¢6 gidi han 0 khi n dan
td1 duwong vé cuc ?
2. Viét cong thite tinh téng ctia mot cdp s6 nhan lui vo han.
13. Pinh nghia him s6 ¢6 gidi han +o khi x — —o.
14. Néu céc gidi han dac biét cua day s6 va cia ham s6.

15. Néu dinh nghia ham sé lién tuc tai moét di€ém, trén mot khoang. Néu nhan
xét vé d6 thi ctia mo6t ham s6 lién tuc trén mot khoang,.

16. Phit bi€u dinh nghia dao him cta him s6 y = fix) tai x = xq.

17. Viét tit ca cic quy tac tinh dao ham da hoc.

18. Gia sir y = f{x) 12 ham s6 c6 dao ham tai xy. Hay vi€t phrong trinh tiép
tuy€n clia d6 thi him s6 dé tai diém My(xg ; flxg)).

II - BAI TAP
1. Cho hamsé y = cos2ux.

a) Chitng minh rang cos2(x + km) = cos2x v4&i moi s6 nguyeén k. Tir d6 vé
d6 thi (C) ctia ham s6 y = cos 2.
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L2

w

o b o " a - . 1 = ® - S T[
b) Viét phrrong trinh ti€p tuyén ctia d6 thi (C) tai di€ém c6 hoinh dé x = e

; l = 20
c¢) Tim tdp xdc dinh cia ham s6 z = \/ c05.2 A
1 + cos™ 2x
g S
Cho ham s6 y = - ;
6+ 7sin2x
5 o
a) Tinh A = - , biét rang tana = 0,2,
6+ /sin2a

b) Tinh dao ham ctia him s6 da cho.
¢) Xdac dinh cac khoang trén dé y' khéng dwong,
Giai cac phwong trinh :

N ¢ R, S "
a) 251115@52 Y — 2sin=sin? x = cos® x — sin® x |
b) 3cosx + 4sinx = 5 ;

c)sinx +cosx= 1+ cosxsinx ;

d) 41 —cosx = sinx (x € [n; 3n]):
e) [cusi — 35111,1'] sin x + [1 e sini — 3cos ,r] cagr=y .

Trong mét bénh vién ¢6 40 bac si ngoai khoa. Hoi ¢6 bao nhiéu cach phan
cong ca mo, n€u moéi ca goém :

a) Mot bac s m6 va mot bac si phu ?
b) M6t bac s1 mo va bén bac s1 phu ?
Tim s6 hang khéng chita a trong khai trién ctia nhij thic

10
1 2
[—34‘ (¥} ] .
d

Chon ngiu nhién ba hoc sinh tir mot t6 gém ¢6 siu nam va bén nir.

Tinh xdc suit sao cho :

a) Ca ba hoc sinh déu 14 nam ; b) Cé it nhat mét nam.

Mot ti€éu doi c6 10 ngudi duoe x€p ngAu nhién thanh hang doc, trong dé c6
anh A va anh B. Tinh x4c suit sao cho :

a) A va B dimng lién nhau ;

b) Trong hai nguwdi dé cé mot nguoi ding o vi tri s6 1 va nguoi kia ditng &
vi tri cudi clung.
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10.

11.

180

Tim cdp s6 cong tang, biét rang téng ba s6 hang diu ctia né bang 27 va
téng c4c binh phuong ctia chiing bang 275.

Cho biét trong mot cdp s6 nhan, hiéu cta s6 hang thir ba va s6 hang thit hai
bang 12 va néu thém 10 vao s6 hang thi nhat, thém 8 vao s6 hang thit hai
con gilt nguyén s6 hang thir ba thi ba s6 mdéi lap thanh moét cip s6 cong.
Hay tinh téng cia nam s6 hang du ctia cap s6 nhan da cho.

Tinh cdc giéi han sau :

(n+ 13- 2n)*
n3+1 1

b)lim[ 1 8 2 + s R ”_1];

a) lim

n2+1 n2+1 ”2+1 n- +1

Nan? +1+n _

c) lim
2n + 1

d) limyn(n -1 - ).

Cho hai day s6 (u,), (v,) V61 u, = va v, = .
n~+1 n-+1

a) Tinh limu,, .

b) Chitng minh rang limv, = 0.

. Chitng minh rang ham s6 y = cosx khéng cé gidi han khi x — +o.

. Tinh cac giéi han sau :

o g B i N o

x—>-2 1/2‘,2 5.7 1 x—2 XZ —4 ,

2

c) lim t e - : d) lim [r LR e i ] :

=2t x—2 x—>1" l—x

L 2x—1 o ox+a? -

e) lim : f) lim :

r—4m X+ 3 X—>»—0 2—3x

&) lim (=2x° + x* = 3x + 1),
X—>—o0

baitap365.com



14.

13.

16.

17.

18.

19.

Chirng minh rang phuong trinh sau c¢é it nhat moét nghiém :

smx=x~= 1.

Phirong trinh sau ¢6 nghiém hay khoéng trong khoang (-1 ; 3) :

2 = s gl = %
Giai cdc phwong trinh :
a) f'(x) = g(x) véi flx) = si1132r va g(x) = 4cos 2x — Ssin4x ;
b) f'(x) = 0 véi f(x) = 20cos 3x + 12cos 3x — 15cos 4x.

Tinh dao ham ctia cac ham s6 sau :

2
I x° +1
El) y = 3 5 b) R o L;
cos” 3x rz 2 7
¢) y= (2 - x°) cosx + 2x sinx ; gy 5= B2 AT

COSX + xsinx

Tinh dao ham cép hai ctia cdc ham s6 sau :

2) y=—— ; b) y = ——:
X+ 1 x(1— x)
c¢) y = sinax (a 12 hang s6) ; d) y= sinzx.

Cho ham s6

Jix) = x3 + b_rz + cx + d. ()

Hay xdc dinh cdc s6 b, ¢, d, biét rang d6 thi (') cia ham s6é y = f{x) di qua

cac di€m (=1 ;: =3), (1 : =1) va f[%] =i 3

. Cho cac ham so6

${x) = 4+ b+ ex + d, (C)

g(x) = ,1'2 —3x+1.

Véi céc s6 b, ¢, d tim duoc o bai 19, hiy :

a) Vi€t phuong trinh ti€p tuyén clia dé thi (C) tai diém c6 hoanh d6 x = -1 ;

b) Giai phwong trinh f'(sinx) = 0 ;

c) Tim lim / (%1115,1') il .
yr—0 2'(sin3x)+ 3
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PAP SO - HUONG DAN

CHUONG I §2.
§1. l.a)x = ﬂrn::sinl -2+ K2z,
l. a)tanyx=0taix e {-m, 0, ©}; 3

b)tany=1taix {—3—EE3—E} ; ks o an:"s.irll —2+k2n, ke Z ;

' 4 4 4 3
c) tanx > 0 khi B E+kE.kE Z -
T T 3n 6 3
xe|-n,—— |yl 0i—|u|rm;—|; " I
2 2 2 cx=—+k— . ke Z ;
d) tanx < 0 kli
T T d) x=—40" +£180°,
xe|-—:0ul—m]|. . o
2 2 x=110"+k180 ", ke Z.

2 = ; :

a)D= R\ {km ke 2} 2. x=kmx=—+tk=. ke Z.

by D=R\N{K2n,. ke Z}; 4 2

c)D=TR\ {E+;{E_k55} : 3. a)x=1 iﬂl‘CCGS% +i2n, ke Z ;

6
- b)x=14"+£k120° k€ Z ;
dyD=R '\{——Jrk:n:,kEZ}. (lx 47 st Am
6 ¢) k=t k= kT

3. Lay déi xiing qua truc Ox céc phan do thi 18 3 18 3

ham s6 y = sinx trén cdc doan [t + k27 ; d) x = iE+ﬁ:ﬂ:. = iE+ﬁ:ﬂ:, ke 7.

21 + k2x], giti nguyén cac phan do thi

conlai(k e Z).

_ o | 4 x=-Zikn. ke Z.

4. v =sin2x la ham s6 tudn hoan véi chu ki 4
7 va la ham s6 €. Tt d6 suy ra dé thi cha 5. a)x=45° +k180° ke Z :
ham s6 nay.

5. Cat do thi ham s6 y = cos v b&i dudng thang B l+j_ﬂ:+kE B &
¥ Z%, xéc dinh hoanh do giao diém. > 18 3

c)x = E+!’c£,_r =km, ke Z.

6. ve(2n;n+k2n). ke Z. 4
T T
7. x € Eer'{211:;3—:”:+ﬁ:2:n: ke Z. d)x =k—.x=— +km ke Z.
2 2 3 2
8. a) 0<cosx<l, v<3 v, . =3 & s E—H'-:E b
&x =k ke Z. L2 3
b) 3-2sinx <3, =3 T e ol e iR H
6 4 4
ox=-Liidn ke Z. e
2 b:l _l'ZE-F.F'(I,FI(E Z .
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§3.
T
Lo =k X = P +k2n ke Z .

2. a)x=k2m x= ig v ke 7 -
T irm
byx=k—,x=x—+ikn, ke Z.
2 3
3. A)x=kim ke Z : b)x= g + ko,
3 |
= 2 + k2T, x = arcsin [— ] + k2,
6 4
X =T — arcsin [—I:] +k2n. ke Z ;

c) —E+ﬁcﬂ:, = arctan(—lj—l—kﬂ:,ke Z
4 2

dy x=Ztkn
4
x=arctan(-2)+km. ke Z .
4. a) x = Li; + kT,
3
X = arctan [— 2] +km, ke Z ;
b} 2= +km x = actan3 +iw, ke Z ;

T
4
o ; +im, x = arctan(-d) +im. ke Z
T
2

e +ﬁc:n:..r:%+k:n:.ke Z .
T i
5. a)x=—-—— +i2nx= —— +i2n ke Z ;
12 12
TR W e
3 3
.. 3 i 4
(vOl cosax=—: sma=—).
3 3

Sl i et G b -
12 >

A peteTge ke T
e

e b 12
(vol sina = — ; cnsa::E).

13"

6. 8 e T pEl e
0 5

b) x=kx, x=arctan3+km, k e Z.
On tap chuong I
1. a)co; b) khong.
3
2. a) _t'E{—g.?E} :b)xe (—n;0)u(m 2n) .

3 a) l+cosx<2 = y<£3 v ... =3

max

ox=kdn ke &

b) y=L y . =1
2T
= ?+k2'ﬂ:. ke 7.
. 2
4. a) .r=—l+arcsm§-|—k2m ke Z ;

= E—l—ﬂmsin%-l—kZﬂ:, ke Z.
T im
b) x=x—+kn, x=2t—+kn ., ke Z;
3 8
2
o _r:i?EJrAQT:,kE Z -

L L
44 12

R _=-=i§+;c2n:.;ce Z-

8
b) x :g+ KT, == ﬂmtanﬁ+ kw ke Z;

c)x=k2n,. ke Z ;x=n-2a+k2n. ke Z
|

(VOl cosar=— ; sinax =—=).
V5 V5
. % s - 2T
d) DBieu kién sinx =0, x = i?+ k2.
CHUONG II
§1.

1. a)4:b)4” =16:¢)4.3=12:
2.42.  3.a)24:b)576. 4.12.

a)6!:b)3 x5! ;c)4l4.

3.210. 4 . 360.
6. 20.7. 60.
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§3.
2.12. 3. n=5 4 28. 5.-1.
0

6. a), b) Goi . Khai trién 11'° = (10 + 1)'",

101'1%% = (100 + 'Y,
84.

1. a) Q= {885, SN, NSS, SNS, NNS, NSN,
SNN, NNN}.
b) A = {588, SSN, SNS, SNN} ;
B = {SNN, NSN, NNS} :
(= {SSN, NS, SNS, NNS, NSN, SNN, NNN}.
2.0) Q=@ j); 1 <i,j<6}.
3.a) Q= {{L,2}. {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}.
(3,411,
b) A={{l,3},{2,4}};:
B=1{{1,2}, {1,4}, {2, 3}, {2, 4}, {3,4}}.

4. a) A=Z| r‘“a_Ag » BzAIr“wA2 .
C= (4 ~A2)U(A N4,) ;D=4 UA,.

b) HD. D la bién cé "Ca hai ngudi déu ban
truot”
5. a)={1,2,. 10};
b) A=1{1,2,3,4,5}:;B=17.8,9,10} ;
C=1{2,4,6,8,10}.
6. a) Q= {5, NS, NNS, NNNS, NNNN} ;
b) A= {8, NS, NNS} ; B={NNNS, NNNN}
7. a) Q gom céc chinh hop chap 2 ctia 5 chi
50 1:2.3:4: 5 «
byA=(1,2), (1, 3). (1.4 (1 3), (2 35)
(2, 4), (2, 5), (3, 4). (3, 5), 4, 5)} ;
B=1{(2,1),(4, 2)};C=03.

85.
6 11

l.c) P(4)=—, P(B)=—.

c) P(4) 36" (B) 36

2.b)A={l1,3,4};:B={{1,2,3},{2,3,4}};

1 1
P(A)=—,P(B)=—.
c) P(A) 2 (B) >

2 1 1
'41- ﬂ.) T b) _-.C) T
3 3 6

L

7

5. a)=0,0000037:b)=0,28123;
c)= 0,000 133.

2

I
6- a S b e
: 3 ) 3

184

7. a) Doc lap ;: b) 2 e | E
23 25

On tap chuong IT

4. a)1176;b)420. 5. a)=0,1;b)0,2.

6. a) i_ b)& 7. = 04213.
103 210
2 3 | | |
8. a)—:b) —:¢c) —. 9. a) —:;b) —.
) = ) = ) = ) 7 ) 7
CHUONG III
§1.
1 2 3
4!- i I.SI :_..LS :_.. L\I — s
"[) l 9 2 3 3 4
§2.

3. b)u,=n+38 wffir:rEN*

4. a)Day s6 giam ; b) Day s6 tang ;
c) Déy s6 khong tang ciing khong giam ;
d) Day s6 giam.

5. a) Day s6 bi chan dudi viu, = 1 ;
b) Diy s6 bi chan vi 0 <u {E;

e

d)—\E-:: u, {-JE.

e)0<u,<1;

§3.
1. a) =3, d==2; by z—l. {,-':l;
2 2
c) Déy s6 khéng phai la cép s6 cong ;

d)u; =2, :Iz—%.

!w)

a)u; =16,d=-3;

D uy =3, d=2; uy ==17, d=12.
3. P4p s6 duogc dé trong ngoac don cia bang.

iy d i, n 5
e/ (3) 35 20 (530)
36) | -4 | 200 | 15 | 120
3 4/27 7 (28) (140)
- | @ 17 2 | 72
2 ) (—43) (10) ~205
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4 a)h,=03+0,18n;b) /I =4,28 (m).
5. 78.
§4.

2 a}qz;’);b}u,:%;c}fr:?.

5. a)-q:3:%,l,3,9.2?;

1
LB G T 5 -1,3,-9,27;

200 100 30 25 2N

3" 8 3" 3" 6
4.1,2.4,8,16, 32.
5. Sau 3 nam: = 1,9 triéu nguoi ; Sau 10 nam :

b) —

= 2,1 trieu nguoi.

V1o
=

e ::.
- - voln =1.

o .
6. Bieu dien a,

Do dé diy s6 (a,) la cip s6 nhan véi cong
410
boig =——.
nq 1
On tap chuong III
1. Cap s6 cong la day s6 tang néu d > 0 va
giam néu d < 0.

!\i

a)u, <0 véimoin ;

b) Cac s6 hang dan dau.

5. Dung phuong phap quy nap toan hoc.
qy2.3.8, 9, 17.

7. a) Dy s6 tang, bi chan duéi.

b) Diy s6 bi chan, khong tang cting khong
giam

c) Day s6 giam va bi chan vi

=

O0<u, < :
2+1

8 a)u =8,d=-3;
21
b)u|:[],c.-’=3:u|:—12.d:?.
9. a)u;=6,g=2;:b)u;=12,9=2;
cuy=1,4=2.
10. A = 2730, B = 6730, ¢ = 112°30,

1
D=157°30". 11. ¢, = 1 hodc ¢, =5 12.6 m”.

CHUONG IV

§1.
|
1. a)u, = —(kg):
2”
sy ey 10 St s~ a
10”
3 3
3. a)2;b)—:c)5; d)—.
2 4
1 1 10
4 a)u, =—:;b)—. 5. Nimwrs—w
4" 3 11
101 1
6. — 7. a)+m:b)-w;: c) —— ;d) tom.
00 2
8. a)2; b)0.
§2.

1 _

2
2. Ham 56 y = flx) khéng c6 giéi han khix — 0,
3.&}—4;]1:}4.;c)%.d}—le}ﬂ;f}—m.

4. a)+w:b) +0;c)-w .

S. b) lm f(x)=0, m f(x)=—-m,
X——w 33
lim f(x) = +oo.
TR
6. a)+o;b)+w:c)+m;d)—1.
df
243 d'= @d) =——;
a) @d) a7
b) lim @d)=+x, lm @d)=-x,
d—f" Ay
lim @(d)=f.
i —¥+on
§3.

1. vy =f(x) lién tuc tai x, = 3.

2. a)y=g(x)khong lién tuc tai x, =2 ;b) 12.

3. a) v=f(x) liéntuc trén (- ; —1) va
(—1; +).

4. a) y = fix) lién tuc trén (- ; -3), (-3 ; 2)
va trén (2 ; +0) ; b) v = g(x) lién tuc trén
céc khoang [% +km g+ k:n:] véik e Z.

5. Y kién diing.

185
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6. b) HD. Xét ham s6 f(x) = cosx — x trén
R vaihais6 0, 1.

On tap chuong IV

3. HOAN.

2. lim u, = o

1 | 1 2
5. a)—:;:b)—:c)-mw:d)-w;e)—:;f) ——.
2 3 3 3

6. a) lim f(x)=+4m; lim g(x)= 4w
x—0 x—0
lim f(x)=-1; lim g(x)=4w;
A—*+w0 X —#e0

b) Hinh 60a) 1a do thi cia y = g(x), Hinh
60b) la do thi cia y = flx).

7. v=g(x) lién tuc trén R .

8. HD. Xét dau f(0), f(1), f(2) va f(3).

CHUONG V
§1.

1. a) (D) -f1)=T;
b) A0, 9) — (1) = -0271.

2 ayApseae g
Ax
Ay
b) Ay = Ax(2x + Ax) ; —=2x+ Ax ;
Ax
¢) Ay = 2Ax[3x7 + 3xAx + (Av)’] ;
AV
W I
Ax
&) Ky 800 ]

x(x+Ax) " Ax - x(x+Ax)

3.a)3;b) —%; c)—2.

4. HD. Ching minh f gian doan tai x = 0.
Tu do suy ra f khong co dao ham tai
di€ém dé.

3. a) y=3x+2; b) v=12x-16;

c) y=3x+2va y=3x— 2.

6. a) y=-4x—-1);b) y=—(x+2);

c) y= L plvay=-= 1.
' ' 4

7. a) 4949 m/s ; 49.245 m/s ; 49.005 m/s ;

b) 49 m/s.

186

. a)—1:b)10.

!w.i

a) SxT = 12x%2 4+ 2:b)—2x 4 2v — % ;

c) 2¢° — 2% + ?f - d)—63x° + 12057,

3. 2) 30> - 5)% (747 - 10) ;
2(x +1)

(_!{2 )2

-1
- . — 2
d) L i’ ;c)—ﬂ[n?+f—;] )
x

b) —4x 3x>=1): c)

(_rz — X+ l)2 X

-2x—3
22— 55— x>

x> Ba’ =2x%) 3

}(az _ 2y )

4. a}Zx‘—%J;;b}

==K
c) :
21/(1—_1-)3’
5.2)v<0hoicx>2:b) 1 - 2 <x<1+2.

§3.

1. ) 3 23

Gx-2)2 o (7-3x)%
~9@2x*-3x=9) _ —10x*=6x+9

G-4x2 P e-3?
a)(-1;1)w(l;3);b)(-e0;-3]UIl;+m0);
C}[I—Jﬁ; 1+Jﬁ] |

2 2

c) d)

2

2

3. a)3cosx+3sinx;b) — =
(sin.x —cos x)

c) cot x—
sin” x

d) (x cos x — sin x) [ l - 12 ];
1

_1_2 sin

| XCOoSs \i'_rz +1

c) . 1) —
cos’ o/l +2tan x N

4 a)=202x — 9 + 1) +(6x7 = 18x) (9 — 2v) :

D . B2 |
b) {fJF_F] (Tx - 3)+?[5J_T__}_] :

X
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: x(x-=2
c) 'J.rz +1+ AL 3
\i‘_rz +1
d) 2tat;.1‘+ 2;‘2 . | zsin X _
cos & sin x (1+x) 1+x
5‘ ll
2
3
i 2y =g+ E +k2n, (ke Z) véicosp=— |
J
x=m+kdm
b) T . 4 UIL' e Z).
V= ——+ k—
3 3
8. a)(—®:;0)U2;:4+m); b)(—w:;0) (] ;4w
§4.
1. a) l dv ;

b) {(2&4 O+ 4+ D x [Zt——ﬂ

: g e T
2. a) 2tﬂ;l_'l e i3 (x 1)5.111_&;—22_\(‘05_1 d.
cos” X (1—x7)
§5.
1. a) 622 080 ;

i

2a+bhWx
2y

T
by f"l—-——1=-9; f"0)=0
()5 o

r{2)--2,
18 A

a) y't= 2 =, et 3 :
C0=x T afd=a
c) ¥ = SHIA ; d) v"'=- 2cos 2x.
cos” X

On tap chuong V

1.

a) v =’ —x+1 2
2 8 15 24

b) V= —t—a-—t—o
_‘_2 _r3 _1'4 Tx’
 3x%2-7
c)yv= 5>
4x

0x2ofx —6x% —2Jx +4

gy s
22
" |
e) Y= :
-+’
2 _
—4x " =10x+15
fy=— ) i2 '
(x° —3x)
2 o v,_{\.E-I—l}_rsin_r-I—(Z_r?'-\f;—l—l)cns_r_
i 12 3
R —3(2.1‘+1)sh1_\'1—6c03_\' ;
(2x+1)
Dtsint -t cost —2
c) ¥y = z
yeth
sin” f
d)y' = ai
(331114;04—(?0340)2
. 2 +sin® x
g) y= 5 5
cos” x(sinx+2)
I—Z-J_' cotx
£y = sin’ x \/:
VeI
(2ofx—1)
x—3
O R, B o 41
R ot Al o 1 6. -1
T a)y==-2x+7;
B e
g) yo=e—2p-J==l), y=dy—3
8. a)-9m/s; b)12m/s’:
c)lszs :d)—12m/s.

' 2
9, a) y= ——=x+f2,y= 2022 ;
) ' )

b)90°.

On tap cuol nam

1. b) }’:_\/gﬂi'—l—g—

%ZC) R.

187
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55

143

!\i

—T70cos2x

b) v'= 5 §
(6+7sin2x)

&) {—Ewn;ﬂwn},k c 7.
1 4

3, ‘a) {E+En (=D Eron n.kez};
4 2 3

b) E— a+kIT ke z} vl oo

SN & =

wn | we

o) {§+ K n kil e z}; d) {2::,32—“}

e) Vo nghiem.
4. a)Aj, =1560:b)40Cy, .

Cq Cy
Cl[l CI[l
29! 2.8!
f ﬂ}—g;b)—
10! 10!
8.u;=3,d=4
9. 186.
1 3 1
10 a)4 :b) —:;c) — ; d) ——.
) ) > ) > ) >

11. a) 0.

13-&}4;'3}% cc)—o0;d)—o;

1
f)Z;f)E;g)m.

188

4 L
j F

15. HD. Xét ham s6 f(x)= x" =3x> +x—1
hai s6 -1 ; 0.

| |
16. a) {E—I—A'E; —arcsin— + umw ;
4 2 2 3

F o lzm:'sinl +mm, k,n,me 31 :
2 2 J

b) {I{E;iEHZm ke z} .
4" 3

6sin3x _

17. a)

cos” 3x

b) —.t‘(\f_rz +1 sin‘\.‘_rz +1 -I—cns‘\l'_.rz +1)

1/(_1’2 +1)°

_3.'2

A
c)xsinx;d) T
(cosx +.xsin.x)

18.a) y" = 2 > ;b)) ¥'= 23 + 2 3
(14 x) X (1=x)
c) _\"':—uz sinax ;d) y" = 2cos2x.
1 3

19.h=——,¢c=0,d= ——.
2 2

20.a) y=4x+1;

(x=km

b) | = a1‘csi11%+132ﬂ: (m,n,keZ) ;

|
X=T— arcsmg-l— m2m

@]
"
LN
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BANG TRA CUU THUAT NGU

| THUAT NGU TRANG
Bit phuong trinh luong gidc 37
Bién c6 61
Bién c6 chac chan 61
Bién c6 doi 62
Bién 56 khong 61
Bién c6 xung khac 62
Bién c6 déc lap 12
Cép s6 cong 93
Cép s6 nhan 98
Chinh hop 49
Cong boi 98
Cong sai 93
Cong thiic cong xdc suit 69
Cong thic nhan xdc suét 12
Cong thic nhi thiic Niu-ton 55
Cuong d6 tic thoi chia dong dién 153
Day s6 85
Déy s6 bi chan 90
Déay 56 ¢6 gidi han hitu han 113
Déay 56 ¢6 gidi han 0 112
Déy s6 co6 gi6i han vo cuc 117
Day s6 giam 89
Déy s6 hitu han 85
Diay s6 khong doi 93
Day s6 Phi-b6-na-xi 91
Didy s6 tang 89
Pao ham 145
Dao ham bén phai 154
Dao ham bén trai 154
Pao ham cép hai 171
Pao ham cép n 171
Pao ham ctia ham hop 161
Pao ham mot bén 154
Pao ham tai moét diém 146
Pao ham trén mot doan 155
Pao ham trén mét khoang 153
Puong hinh sin 10
Gia téc tiic thdi clia chuyén dong 172
Giao cua hai bién cé 62
Gia thiét quy nap 80
Gi6i han bén phai cia ham s6 126
Gidi han bén trai ctia ham s6 126
Gi6i han htiu han cha ddy s6 112

189
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THUAT NGU TRANG
Gi6i han hiiu han cta ham s6 tai mét diém 123
Gidi han hitu han ctia ham s6 tai vé cuc 127
Gii han lim ——— 163

=0 X

(G161 han mot bén 126
Gi61 han vo cuc (cua diy s6) 117
Gidi han vo cuc cia ham s6 129
Ham s6 gidn doan 136
Ham s6 hop 161
Ham s6 lién tuc tai mot diém 135
Ham s6 lién tuc trén mot doan 136
Ham 56 lién tuc trén mot khoang 136
Ham s6 luong giac 4
Ham s6 tuan hoan 14
Heé thic truy héi 87
Hinh hoc Fractal 104
Hoan vi 46
Hop ciia hai bi€én c6 62
Két qua thuén loi cho bién c6 61
Khong gian méu 60
Phép thu 59
Phép thir ngéu nhién 59
Phuong phap quy nap toan hoc 80
Phuong phdp truy hoi 87
Phuong trinh béc hai d6i v6i mét ham s6 luong gidc 31
Phuong trinh béc nhat déi véi moét ham s6 luong gide 29
Phuong trinh béc nhat déi vdi sinx va cosx 35
Phuong trinh luong gidc co ban 18
Phuong trinh tiép tuyén 152
Quy tac cong (trong to hop) 43
Quy tac nhéan (trong to hop) 44
S6 hang tong quét ctia diy s6 85
Tam giac Pa-xcan 37
Téan suat 75
Tiép diém 151
Ti€p tuyén 151
Tong cha cép s6 nhén lhi vé han 116
To hop 51
Van téc tiic thoi ctia chuyén dong 147
Vi phan 170
Xac suat cua bién c6 65
Y nghia hinh hoc cfia dao ham 150
Y nghia vit Ii ctia dao ham 153

190
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MUC LUC

Chuong I. HAM SO LUONG GIAC VA
PHUONG TRINH LUONG GIAC
§1. Ham so luong giac
§2. Phuong trinh luong giac co ban
§3. Mot s6 phuong trinh luong giac thuong gap
On tap chuong |

Chuong II. TO HOP - XAC SUAT

§1. Quy tac dém

§2. Hoan vi - Chinh hop - T6 hop
§3. Nhj thuc Niu-ton

§4. Phép thu va bién co

§5. Xac suat cla bién co

On tap chuong I

Chuong ITIT. DAY SO - CAP SO CONG VA CAP SO NHAN

§1. Phuong phap quy nap toan hoc
§2. Day so

§3. Cap so cong

§4, Cap s6 nhan

On tap chuong Il

Chuong IV. GIOI HAN

§1. Gioi han cua day so
§2. Gioi han cua ham so
§3. Ham s6 lién tuc
On tap chuong IV

Chuong V. DAO HAM
§1. Binh nghia va y nghia cua dao ham
§2. Quy tac tinh dao ham
§3. Pao ham cua ham s6 luong giac
§4. Vi phan
§5. Dao ham céap hai
On tap chuong V
On tap cudi nam

baitap365.com

Trang

18
29
40

43
46
55
59
63
76

80
85
93
98
107

112
123
135
141

146
157
163
170
172
176
178
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Chiu trdch nhiém xudt ban :

Bién tdip lan ddau :

Bién tdp tdi ban :

Bién tdp kT thudt va trinh bay :
Trinh bay bia :

Sita ban in :

Ché'ban :

Ch tich Hoi déng Thanh vién kiém Téng Gism déc NGO TRAN Al
Phé Téng Gidm déc kiém Téng bién tap VU VAN HUNG

PHAM BAO KHUE - NGUYEN XUAN BiNH

NGUYEN NGOC TU

TRAN THUY HANH - TRAN THANH HANG

BUI QUANG TUAN

NGUYEN NGOC TU

CONG TY CP DICH VU XUAT BAN GIAO DUC HA NOI

PAI SO VA GIAI TiCH 11
Ma sé : CH101T4

S6 dang ki KHXB : 01 — 2014/CXB/472 - 1062/GD.
In......, khd 17 x 24 cm.
In tai Céng ti c6 phanin ...............

In xong va nép luu chiéu thang ... nAm 2014.
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HUAN CHUGNG HO cHI MINH

SACH GIAO KHOA LOP 11

1. TOAN HQC 7.DIALI 11
e DAl SO VA GIAI TICH 11 8. TIN HQC 11
¢ HINH HOC 11 9. CONG NGHE 11
2. VAT LI 11 10. GIAO DYC CONG DAN 11
3. HOAHOC 11 11. GIAOQ DUC QUOC PHONG - AN NINH 11
4. SINH HQC 11 12. NGOAI NG(?
5. NG VAN 11 {t3p mét, tAp hai)  » TIENG ANH 11 o TIENG PHAP 11
6. LICH S 11 o TIENG NGA 11 o TIENG TRUNG QUOC 11

SACH GIADO KHOA LOP 11 - NANG CAO

Ban Khoa hoc Tu nhién : « TOAN HOC (DAI SO VA GIAI TICH 11, HINH HOC 11)
« VAT L/ 11 » HOA HOC 11 « SINH HOC 11

Ban Khoa hoc X3 hoi va Nhan vin :  « NGO'VAN 11 (tap mét, tap hai)
« LICHSU 11 « DIA LI 11

« NGOAI NGU {TIENG ANH 11, TIENG PHAP 11,
TIENG NGA 11, TIENG TRUNG QUOG 11)

md vgch ¥ %
Tem chong gid Gl':tf: ..........

baitap365.com



